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POMIAR ODLEGLOSCI OBIEKTOW
OPISANYCH ZMIENNYMI MIERZONYMI
NA SKALI PORZADKOWEJ

— STRATEGIE POSTEPOWANIA

Streszczenie: W artykule scharakteryzowano trzy strategie postgpowania w pomiarze
odlegtosci obiektéw opisanych zmiennymi mierzonymi na skali porzadkowej:

1. Kodowanie kategorii (metody: zastapienie kategorii rangami, kodowanie liniowe
Iub nieliniowe), potraktowanie zmiennych porzadkowych jako zmienne mierzone na skali
metrycznej (sztuczne wzmocnienie skali pomiaru zmiennych), a nastgpnie zastosowanie
miar odleglosci wlasciwych dla danych metrycznych (odlegto$¢ euklidesowa lub miejska).

2. Kodowanie kategorii (zastapienie kategorii rangami), a nastgpnie zastosowanie od-
legtosci bazujacych na rangach (np. odlegtos¢ Kendalla, odleglos$¢ Podaniego).

3. Zastosowanie miar odleglosci wykorzystujacych dopuszczalne relacje na skali po-
rzadkowej (odlegtos¢ GDM?2).
Przedstawiono odpowiednie formuly odleglosci dla poszczegélnych strategii oraz oméwio-
no ich zalety 1 wady.

Stowa kluczowe: skala porzadkowa, miary odleglosci, analiza danych.

1. Wstep

W artykule przedstawiono strategie postgpowania w pomiarze odleglosci obiektéw
opisanych zmiennymi mierzonymi na skali porzadkowej. Do rozwiazania tego pro-
blemu mozna wykorzysta¢ nastepujace sposoby (por. [Kaufman, Rousseeuw 1990,
s. 30, 36; Walesiak 2006]):

1. Kodowanie kategorii (metody: zastapienie kategorii rangami, zastosowanie
kodowania liniowego lub nieliniowego), potraktowanie zmiennych porzadkowych
jako zmienne mierzone na skali metrycznej (sztuczne wzmocnienie skali pomiaru
zmiennych), a nastgpnie zastosowanie miar odleglosci whasciwych dla danych me-
trycznych.

2. Kodowanie kategorii (zastapienie kategorii rangami), a nast¢pnie zastosowa-
nie odlegtosci bazujacych na rangach.

3. Zastosowanie miar odlegtosci wykorzystujacych dopuszczalne relacje na skali
porzadkowe;.
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W artykule przedstawiono odpowiednie formuty odlegtosci dla poszczegdlnych
strategii oraz omowiono ich zalety i wady.

2. Dane porzadkowe

W teorii pomiaru rozrdéznia si¢ cztery podstawowe skale pomiaru, tj. nominalna,
porzadkowa, przedziatowa, ilorazowa (zob. [Stevens 1946]). Skale przedziatowa
i ilorazowa zalicza si¢ do skal metrycznych, natomiast nominalng i porzadkowa do
niemetrycznych. Skale pomiaru sa uporzadkowane od najstabszej (nominalna) do
najmocniejszej (ilorazowa). Tabela 1 prezentuje podstawowe wlasnosci porzadkowej
skali pomiaru.

Tabela 1. Podstawowe wlasnosci skali porzadkowej

Dozwolone przeksztatcenia Dopuszczalne operacje

Dopuszczalne relacje

matematyczne arytmetyczne
z=f(x), f(x) —dowolna rownosci (x, = x; ) zliczanie zdarzen (liczba relacji
$cisle monotonicznie rosnaca réznosci (x, # x,) rownosci, r6znosci, wigkszosci,

funkcja . . mniejszosci)
wigkszosci (x, > x, )

mniejszosci (x, < xj )

Zrddto: opracowanie wilasne.

Z typem skali wiaze si¢ grupa przeksztatcen, ze wzgledu na ktore skala zachowu-
je swe wilasnosci. Na skali porzadkowej dozwolonym przeksztalceniem matematycz-
nym dla obserwacji jest dowolna $cisle monotonicznie rosnaca funkcja, ktora nie
zmienia dopuszczalnych relacji, tj. rownosci, r6znosci, wigkszosci 1 mniejszosci.

3. Strategie postgpowania w pomiarze odleglosci
dla danych porzadkowych

Pierwszy, a zarazem najmniej atrakcyjny ze wzgledow metodologicznych sposob
polega na sztucznym wzmocnieniu skali pomiaru zmiennych porzadkowych. Dla
zmiennej porzadkowej ,,Lokalizacja srodowiskowa nieruchomosci gruntowe;j, z ktora
zwiazany jest lokal mieszkalny” zawierajacej kategorie: zta, nieodpowiednia, dosta-
teczna, dobra, bardzo dobra, mozna zastosowac¢ nastgpujace metody kodowania (por.
[Knapp 1990; Grabisch 2001]):

a) rangowaniel: 1 — zla, 2 — nieodpowiednia, 3 — dostateczna, 4 — dobra,
5 — bardzo dobra,

b) kodowanie liniowe: 1 — zta, 3 — nieodpowiednia, 5 — dostateczna, 7 — dobra,
9 — bardzo dobra,

! Rangowanie jest szczegolnym przypadkiem kodowania liniowego.
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¢) kodowanie nieliniowe: 4 — zla, 7 — nieodpowiednia, 11 — dostateczna,
14 — dobra, 20 — bardzo dobra.
Graficzna prezentacj¢ przyktadowego kodowania przedstawia rys. 1.

a) rangowanie b) kodowanie liniowe ¢) kodowanie nieliniowe

14
o

rangi
3
)
kody liniowe
5
o
kody nieliniowe

zla
dobra
zta
dobra
zta
dobra

nieodpowiednia
dostateczna
bardzo dobra
niecodpowiednia
dostateczna
bardzo dobra
nieodpowiednia
dostateczna
bardzo dobra

Rys. 1. Metody kodowania kategorii zmiennej porzadkowe;j ,,Lokalizacja §rodowiskowa
nieruchomosci gruntowej, z ktora zwiazany jest lokal mieszkalny”

Zrodto: opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu R.

Zmienne porzadkowe zostaja nastgpnie potraktowane jako zmienne metryczne.
Umozliwia to zastosowanie miar odlegtosci wlasciwych dla danych metrycznych
(np. odlegtosci euklidesowej lub miejskiej).

Sposob ten, cho¢ atrakcyjny z aplikacyjnego punktu widzenia, ma nastgpujace
wady:

— jest subiecktywny, poniewaz sposoby kodowania kategorii wptywaja na wartos¢
miary odlegtosci,

— zakfada sig, ze odlegto$ci migdzy sasiednimi kategoriami na skali porzadkowe;j
sa znane (na skali porzadkowej odlegtosci migdzy dowolnymi dwiema katego-
riami nie sg znane),

— jest nie do przyjecia z punktu widzenia teorii skal pomiaru Stevensa [1946] ze
wzgledu na to, ze nastgpuje tutaj sztuczne wzmocnienie skali pomiaru
(z mniejszej ilosci informacji nie mozna uzyska¢ wigkszej ilosci informacji).

W sposobie drugim przed zastosowaniem wilasciwych miar odlegtosci kategorie
zmiennej porzadkowej zostaja porangowane. Nastepnie do pomiaru odlegtosci znaj-
duja zastosowanie miary bazujace na rangach, a wérod nich miara odlegtosci Kendal-
la, Kaufmana i Rousseeuwa oraz Podaniego.

Miara odlegtosci Kendalla [1966, s. 181] przyjmuje postac:

m (R —R.)?
d, = &Ry ; 2 (1)

i S
J=1 R;
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gdzie: R; (Ry) — ranga przyporzadkowana kategorii j-tej zmiennej dla
i-tego (k-tego) obiektu,
i,k=1...,n - numery obiektow,
j=1...,m — numer zmiennej,
s;j =(n? -1)/12 — wariancja wyznaczona na podstawie porangowanych

wartosci j-tej zmiennej?.
Propozycja Kaufmana i Rousseeuwa [1990, s. 35-36] jest nastepujaca:

m

2R

gdzie: R; - rozstgp wyznaczony na podstawie porangowanych wartosci j-tej zmien-
nej.

R, - Rkj
()

Propozycje uwzgledniajaca rangi powiazane przedstawit Podani [1999]:

=i |Ry =Ry =T 72T, -1 /2 | )
j=1 Rj_( j.max _1)/2 (ijm 1)/2
gdzie: T, 0) — liczba obiektdw, ktdre maja taka sama range jak obiekt i (k)

dla j-tej zmiennej (tacznie z obiektem o numerze i (k)),
Timax Timin) = Iic;ba ol_)iektéw z maksymalna (minimalna) ranga dla j-tej
zmiennej.
Dla miar odlegtosci o numerach (1)-(3) mozna wprowadzi¢ wagi w; dla po-

szczeg6lnych zmiennych: d, = > w; (-).
j=1
Dla porangowanych danych mozliwe tez jest zastosowanie miar odlegtosci wia-
sciwych dla danych metrycznych (odlegtosé¢ euklidesowa, odlegtosé miejska i in.).
Krokiem wstepnym przed ich zastosowaniem jest normalizacja o postaci (zob. [Kau-
fman, Rousseeuw 1990, s. 30]):

. R-1
Ri—— 4)

m?X{Rij}_l
Jest to formuta unitaryzacji zerowanej zastosowana dla danych porangowanych.
Wartosci R €[0;1].
Miary odlegtosci ze sposobu drugiego nie sa typowymi miarami dla zmiennych
mierzonych na skali porzadkowej, poniewaz przy ich stosowaniu zaktada sig, ze

2 Dla rang powiazanych wzér na wariancje podano m.in. w pracy: [Steczkowski, Zelias 1997,
s. 191].
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odlegtosci migdzy sasiednimi kategoriami na skali porzadkowej sa sobie roéwne (na
skali porzadkowej odlegtosci miedzy dowolnymi dwiema kategoriami nie sa znane).
Propozycje te sa nie do przyjgcia z punktu widzenia teorii pomiaru, bowiem dla wy-
nikéw pomiaru na skali porzadkowej jedyna dopuszczalng operacja empiryczng jest
zliczanie zdarzen (tzn. ile mozna okresli¢ relacji mniejszo$ci, wigkszosci i rownosci
na kategoriach tej skali).

W sposobie trzecim nalezy poshuzy¢ si¢ miarami odlegtosci wykorzystujacymi
dopuszczalne relacje na skali porzadkowej, tj. réwnosci, roéznosci, wigkszosci
1 mniejszosci. Miara odlegtosci dla obiektow opisanych zmiennymi porzadkowymi
moze wykorzystywa¢ w swojej konstrukcji tylko ww. relacje. To ograniczenie po-
woduje, ze musi by¢ ona miara kontekstowa, ktora wykorzystuje informacje o rela-
cjach, w jakich pozostaja poréwnywane obiekty w stosunku do pozostatych obiek-
tow z badanego zbioru obiektow. Taka miara odleglosci dla danych porzadkowych
jest miara GDM2 zaproponowana przez Walesiaka [1993, s. 44-45]:

m m n
ijamj% + Z Z Wby,
=

j=1 1=1

d, =—- , dy €[0;1], )

1
m n 2

m n
2 2
2 Widy; Z Z Wby
: <

1 /=1
1 jezeli x;>x, (xkj >x,,j)

gdzie: a,, (b, )=1 0 jezeli x,=x

)22

-1 jezeli x,<x, (xkj < x,,j)
x,; (x;;,x;) —i-ta (k-ta, [-ta) obserwacja na j-tej zmiennej,

w, — waga j-tej zmiennej spelniajaca warunki: w, € (0;m) i Z}"_’:] w,=m

lub w, e (1) i D)7 w, =1,

i,k,[=1,..., n —numery obiektow,
j=1,..., m —numer zmiennej.

Miar¢ odleglosci GDM2 mozna stosowaé, gdy zmienne sa mierzone jednoczes-
nie na roznych skalach. Dla grupy zmiennych mierzonych na skali przedziatowej lub
ilorazowej zostaje ostabiona skala pomiaru (zostaja one przeksztalcone w zmienne
porzadkowe, poniewaz w obliczeniach uwzgledniane sa tylko relacje wigkszos$ci,
mniejszosci 1 rOwnosci).

Na przykladzie zawierajacym dane porzadkowe pordwnane zostanie wyznacza-
nie odleglosci Podaniego i GDM2 (wykorzystano tutaj pakiet clusterSim — zob.
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[Walesiak, Dudek 2011]). Na tej podstawie sformutowane zostana wnioski ptynace
z zastosowania obu odleglosci dla danych porzadkowych.

Przyklad
Respondenci opisani zostali z wykorzystaniem dwoch zmiennych porzadko-
wych: stan zdrowia, wyksztatcenie.

Respondent Stan zdrowia Wyksztalcenie
1 staby $rednie
2 bardzo dobry WyZsze
3 dobry WyZsze
4 bardzo dobry podstawowe

Porzadek kategorii dla badanych zmiennych jest nastgpujacy (w nawiasach za-
stosowano kodowanie kategorii przez rangowanie):

Stan zdrowia: bardzo staby (1) < staby (2) < $redni (3) < dobry (4) < bardzo do-
bry (5).

Wyksztalcenie: podstawowe (1) < $rednie (2) < wyzsze (3).

Dane porangowane Dane po transformacji y = x* — zob. tab. 1
;ordl;ord2 ;ordl;ord2
1;2;2 1;4;4
2;5;3 2;25;9
3;4;3 3;16;9
4;5;1 4;25;1

Nastepnie, wykorzystujac skrypt 1, obliczono odleglosci Podaniego i GDM?2 dla
danych porangowanych (danel . csv) oraz dla danych po transformacji dozwolone;j

na skali porzadkowej y = x* (dane2.csv).

Skrypt 1
library (FD)
library (clusterSim)
#Dane porangowane
x<-read.csvZ2 ("danel.csv",header=TRUE , row.names=1)
#Dane po transformacji: y = x"2
X t<-read.csvZ("daneZ.csv",header=TRUE, row.names=1)
print ("Odlegtos¢ Podaniego'",quote=FALSE)
dl<-gowdis (x,ord="podani")
print(dl)
print ("Odlegtosé Podaniego - dane po transformacji'", quote=FALSE)
dl t<-gowdis(x t,ord="podani')
print (dl_t)
print ("0Odlegiosé GDM2",quote=FALSE)
d2<-dist.GDM(x,method="GDM2")
print(d2)
print ("Odlegtosé GDM2 - dane po transformacji'", quote =FALSE)
d2 t<-dist.GDM(x_t,method="GDM2")
print(d2 t).
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W wyniku zastosowania skryptu 1 otrzymano macierze odlegloéci dla danych

porangowanych i danych po transformacji,

a nastgpnie sformutowano wnioski ptyna-

ce z zastosowania odleglosci Podaniego i GDM2 dla danych porzadkowych:

[1] Odlegtos$¢ Podaniego

1 2 3
2 0.7500000
3 0.5833333 0.1666667
4 0.7500000 0.5000000 0.6666667
[1] Odlegios¢ Podaniego - dane
po transformacji

1 2 3

2 0.8125000
3 0.5982143 0.2142857
4 0.6875000 0.5000000 0.7142857

[1] Odlegtosé GDM2

1 2 3
2 0.7041241
3 0.4087129 0.2763932
4 0.5912871 0.5000000 0.7000000
[1] Odlegtos$¢ GDM2 - dane po
transformacji

1 2 3

2 0.7041241
3 0.4087129 0.2763932
4 0.5912871 0.5000000 0.7000000

Whni

oski

— transformacja danych zmienia odleglosci Po-
daniego. Ponadto nie zostaja zachowane relacje
wilasciwe dla skali porzadkowej (przed trans-
formacja d,=d,,, a po transformacji
d12 > dl4)7

— uwaga ta dotyczy innych odlegtosci bazujacych
na porangowanych obserwacjach (sposob 1:
odlegtos¢ euklidesowa i miejska; sposob 2: od-
legto$¢ Kendalla oraz Kaufmana i Rous-
seeuwa)

— transformacja danych nie zmienia odleglosci
GDM2, a zatem i relacje migdzy nimi pozo-
staja bez zmian,

— tylko odlegtos¢ GDM2 zachowuje wiasnosci
skali porzadkowej

4. Podsumowanie

W artykule scharakteryzowano trzy strategie postgpowania w pomiarze odlegltosci
obiektow opisanych zmiennymi mierzonymi na skali porzadkowej. Dwie pierwsze
metody wymagaja zastosowania kodowania kategorii przed wyznaczeniem odlegto-
$ci. W metodzie trzeciej proponuje si¢ zastosowanie miar odleglosci wykorzystuja-
cych dopuszczalne relacje na skali porzadkowe;.

Wykazano na przyktadzie, ze tylko metoda trzecia bazujaca na mierze odlegto-
$ci GDM2 nie zmienia odlegtosci migdzy obiektami w wyniku transformacji da-
nych dopuszczalnych na skali porzadkowej oraz zachowuje relacje migdzy odleg-
tosciami przed transformacja i po transformacji danych.

Literatura

Grabisch M., On Preference Representation on a

n Ordinal Scale, [w:] Symbolic and Quantitative

Approaches to Reasoning with Uncertainty, S. Benferhat, P. Besnard (red.), Springer-Verlag,

Berlin, Heidelberg, New York 2001.



46 Marek Walesiak

Kaufman L., Rousseeuw P.J., Finding Groups in Data: an Introduction to Cluster Analysis, Wiley,
New York 1990, 2005.

Kendall M.G., Discrimination and Classification, [w:] Multivariate Analysis I, P.R. Krishnaiah (red.),
Academic Press, New York, London 1966.

Knapp T.R., Treating ordinal scales as interval scales: an attempt to resolve the controversy, ,,Nur-
sing Research” 1990, vol. 39, no 2.

Podani J., Extending gowers general coefficient of similarity to ordinal characters, ,,Taxon” 1999,
no 48.

Steczkowski J., Zelias A., Metody statystyczne w badaniach cech jakosciowych, Wydawnictwo AE,
Krakow 1997.

Stevens S.S., On the theory of scales of measurement, ,,Science” 1946, vol. 103, no 2684.

Walesiak M., Statystyczna analiza wielowymiarowa w badaniach marketingowych, Prace Naukowe
Akademii Ekonomicznej we Wroclawiu nr 654, Seria: Monografie i Opracowania nr 101, Wy-
dawnictwo AE, Wroctaw 1993.

Walesiak M., Uogdlniona miara odleglosci w statystycznej analizie wielowymiarowej, Wydanie
drugie rozszerzone, Wydawnictwo AE, Wroctaw 2006.

Walesiak M., Dudek A., clusterSim package, http://www.R-project.org, 2011.

DISTANCE MEASURES FOR ORDINAL DATA
— STRATEGIES OF PROCEEDINGS

Summary In the paper three strategies of proceedings with measuring of distance for ordi-
nal data are presented:

1. Ordinal categories are coded first (methods: ranking, any linear coding, any nonlin-
ear coding). Then we treat the ordinal data as metric data and apply the usual formulas for
obtaining dissimilarities (Euclidean or Manhattan distance).

2. Ordinal categories are first replaced by their ranks after which distance measures for
ranking data are applied (e.g. Kendall distance, Podani distance).

3. Distance measures using permissible transformations to ordinal scale are applied
(GDM2 distance).

For each strategy appropriate distance measures are presented. Advantages and disad-
vantages of these strategies of proceedings are discussed.

Keywords: ordinal scale, distance measures, data analysis.
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