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Marek Walesiak 

PROPOZYCJA UOGÓLNIONEJ MIARY 

ODLEGŁOŚCI W STATYSTYCZNEJ 

ANALIZIE WIELOWYMIAROWEJ· 


Abstract 

A generalised correlation coefficient is well known in statisticalliterature (M.G. KendalI and W.R 
Buckland, 1986). This generał definition includes Kendall's and Pearson product-moment correra
tion as particular cases. In the article a proposal of generalised distance measure is shown. The con
struction of this distance measure based on the idea of generalised correlation coefficient and 
Kendall's coefficient. 

Keywords: Measurement Scales, Distance Measures, Data Analysis 

l. Wprowadzenie 

Stosowanie konkretnych konstrukcji miar korelacji i odległości w statystycznej 

analizie wielowymiarowej jest uzależnione od skal pomiaru zmiennych. W teorii 

pomiaru rozróżnia się 4 podstawowe skale pomiaru, wprowadzone przez Stevensa 

(por. S.S. Stevens, l 959), uporządkowane od najsłabszej do najmocniejszej : nom i

nalna, porządkowa (rangowa), przedziałowa (interwałowa), ilorazowa (stosunko

wa). Podstawowe własności skal pomiaru zawiera tab. l. 

Typ skali, ze względu na dopuszczalne przekształcenia, determinuje stosowal

ność rozmaitych technik statystyczno-ekonometrycznych. Technikami statystycz

nymi dopuszczalnymi dla danego typu skali są takie techniki, które dostarczają 

wyników (w sensie relacji) niezmiennych względem dopuszczalnych prze

kształceń (por. K. Walenta, 1971). W artykule Handa (OJ. Hand, 1996) dyskuto

wany jest problem relacji między skalami pomiaru a dopu'szczalnymi dla nich 

technik~i statystycznymi. Pokazano w nim przykłady, które są źródłem kontro

wersji w przypadku ścisłego stosowania reguł pomiaru. 

ł Pracę wykonano w ramach projektu badawczego Nr 11102B OII 16 finansowanego przez Ko
mitel Badań Naukowych w latach 1999·2000. 
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2. Uogólniony wspólcZJ'nnik korelacji 

Uogólniony współczynnik korelacji między dwiema zmiennymi przyjmuje postać 

(por. M.G. Kendall i W.R. Buckland, 1986; M.G. Kendall, 1955): 
n i-I 
L La;kbik 

jh 

r =[t ~:~It rb;1]~' 
(I) 

i=2k=1 i=2k=1 


gdzie: i. k =1 •...• n - numer obiektu;j. h - numer zmiennej. 


Tab. l. Podstawowe własności skal pomiaru 

Typ skali Dozwolone przekształcenia 
matematyczne Dopuszczalne relacje 

DopuSZCZ!'lne
operacje 

arytmetyezoe 

Nominalna 
z =ffx),f(x)  dowolne przekształ-
cenie wzajemnie jednoznaczne 

równości (XA = xs), 
rótności (XA ~ xOI. 

zliczanie zdarzeń 
~liczba relac~i równo-
ci, rotności 

Porządkowa 

z '" f(x), ffx) - dowolna ściśle mo
notonicznie rosnąca funkcja 

powytsze oraz więk-
szości (XA > ,"Co) i 
mniejszości (XA < xo) 

zliczanie zdarzeń 
~liczba relacji równo-
ci. rótności, większo-

ści. mniejszości) 

Przedziałowa 

z = bx + a (b> O), z E R dla 
wszystkich x zawartych w R.War
tość zerowa na tej skali jest zwykle 
pr~jmowana arbitralnie lub nafo stawie konwencji (por. Ackoff 
1969], s. 240). 

powytsze oraz równo
ści rotnic i prze
działów 
(XA -XB =xc-xn) 

powytsze oraz doda
wame i odejmowanie 

Ilorazowa 

z '" bx + a (b> O). z E R ł. dla 
wS!LstkiCh x zawartych w R•• Na
tura n)'m początkiem skali ilorazo
wej Jest wartość zerowa (zero
lewostronnie ogranicza zakres ska
li). 

powr;tsze oraz równo
ści i oraz6w 

(XA = Xc ) 

xB xD 

powytsze oraz mno
żenie i dzielenie 

Źródło: Opracowano na podstawie: (S.S Stevens, 1959; E.W. Adams, R.F. Fagot i R.B. Robinson. 1965; 
M. Walesiak, 1995). 

Dla obserwacji na zmiennych (xlj• .... xn), (X/k..... xnv mierzonych na skali ilora

zowej i (lub) przedziałowej stosując we wzorze (l) podstawienie: 

aik = (t-y. - xAj ) (2) 
bik =(xih - Xkh) , 
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otrzymuje się współczynnik korelacji liniowej Pearsona (gdzie: xii. xkj (Xilh XW 

i-ta, k-ta obserwacja naj-tej (h-tej) zmiennej). Współczynnik korelacji liniowej 

Pearsona przybiera wartości z przedziału [-1; 1]. Wartość O oznacza, że między 

zmiennymi nie występuje korelacja, natomiast wartości graniczne odpowiadają 

doskonałej korelacji ujemnej lub dodatniej. 
Wzór na współczynnik korelacji liniowej Pearsona można przedstawić inaczej 

jako: 

Dowód. (zob. M.G. Kendall, 1955; M. Walesiak, 1993) 

Dla obserwacji na zmiennych (X/Ji "'1 xn). (X/h •..• xnJJ mierzonych na skali 
porządkowej stosując "we wzorze (1) podstawienie: 

jeżeli Xy> Xkj" (Xih > X,th) 

_Ol f,,)= { ~ 
(4)

jeżeli Xy' =Xkj (Xih =X,th) 

-1 jeżeli Xii < Xkj (xih < X,th) 

otrzymuje się współczynnik 1" Kendalla (por. M.G. Kendall, 1955). W spółczynnik 

korelacji 1" Kendalla przybiera wartości z przedziału [-1; I]. Wartość 1 oznacza 
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pełną zgodność uporządkowań, natomiast wartość -I pełną ich przeciwstawność. 

Współczynnik korelacji 'f KendaJlajestwięc dla wyników pomiaru porządkowego 

szczególną postacią współczynnika korelacji liniowej Pearsona (por. M. Wale

siak, 1991). 

2. Propo~cja uogólnionej miary odległości 

Wykorzystanie niektórych metod statystycznej analizy wielowymiarowej (meto

dy klasyfikacji, skalowanie wielowymiarowe, metody porządkowania liniowego) 

wymaga sformalizowania pojęcia odległości obiektów. Funkcja d: A x A -+ R 

(A - zbiór obiektów badania, R - zbiór liczb rzeczywistych) będzie nazywana 

miarą odległości wtedy i tylko wtedy, gdy spełnione są warunki: 

- nieujemności: d/t ~ O dla i, k = l, .... n; 

- zwrotności: d/t = O<:> i == k dla i. k == l, ... , n; 

- symetryczności: dik == dti dla i, k = l, '''f n. 
Wykorzystanie jako miary odległości uogólnionego współczynnika korelacji 

(obejmującego współczynnik korelacji liniowej Pearsona i współczynnik korelacji 

'f Kendalla) nie jest możliwe z uwagi na nie spełnienie warunku nieujemności 
i zwrotności. Przekształcenie d ilc = (1- rjJ: ) /2 wprawdzie zapewnia spełnienie 
warunku nieujemności (wartości dik zawarte są w przedziale [O; l J), jednak nadal 

nie jest spełniony warunek zwrotności. 
W konstrukcji uogólnionej miary odległości wykorzystano ideę współczynnika 

korelacji zmiennych porządkowych 'f Kendallaoraz uogólnionego współczynnika 

korelacji. Proponowana uogólniona miara odległości przyjmuje postać: (5) 

ni ni n 

Lajkjbkij + L Lajljbk1j 
j=1 j=1 1=\ 

d jk =(I-Sik)/2=~----------_/_""..;..·,k______~ 

2 [[~a~J +~ta;'j)[~?i;j +ttb1/jJl ~ 
/"",k '",I,k 

gdzie: i, k, l = I, ... , n - numer obiektu, 

j = I, ... , m - numer zmiennej, 

Xi} (xkj, XI) - i-ta (k-ta, l-ta) obserwacja naj-tej zmiennej. 
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Dla zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub) przedziałowej w formule 

(5) stosowane jest podstawienie: 

aipj =xij - Xpj dla p =k,1 
(6)

bkrj = Xkj - Xrj dla r = i,1 . 

Zasób informacji skali porządkowej jest nieporównanie mniejszy. Jedyną do

puszczalną operacją empiryczną na skali porządkowej jest zliczanie zdarzeń (tzn. 

wyznaczanie liczby relacji większości, mniejszości i równości). W konstrukcji 

miernika odległości musi być wykorzystana informacja o relacjach w jakich pozo

stają porównywane obiekty w stosunku do pozostałych obiektów ze zbioru A. Dla 

zmiennych mierzonych na skali porządkowej w formule (5) stosuje się podstawie

nie (por. M. Walesiak, 1993; M. Walesiak, J. Dziechciarz i A. Bąk, 1998): 

I jeżeli xij > x pj ~Xkj > Xrj~ 
a ipj (bkrj )= O ~e~el: xij = x pj Xkj =Xrj dla p =k, I; r = i. I; (7) 

{ 
-1 jezell xij < x pj xkj < x rj 

Wtedy w mianowniku wzoru (5) pierwszy czynnik oznacza liczbę relacji więk

szości i mniejszości określoną dla obiektu i, czynnik drugi zaś liczbę relacji więk

szości i mniejszości określoną dla obiektu k. 

Miara odległości dik : 

- mou być stosowana w sytuacji, gdy obiekty opisane są zmiennymi mierzo

nymi na skali ilorazowej, przedziałowej lub porządkowej, 

- przybiera wartości z przedziału [O; IJ. Wartość O oznacza, że dla poró

wnywanych obiektów i, k między odpowiadającymi sobie obserwacjami na 

zmiennych zachodzą tylko relacje równości. W przypadku podstawienia (7) 

wartość I oznacza, że gdy dla porównywanych obiektów i, k między odpo

wiadającymi sobie obserwacjami na zmiennych porządkowych zachodzą tyl

ko relacje większości (mniejszości) lub relacje większości (mniejszości) oraz 

relacje równości jeżeli relacje te są zachowane w stosunku do pozostałych 

obiektów (a więc obiektów o numerach l = l, .... n; gdzie l ;o!: i. k); 
- spełnia warunki: nieujemności dik ~ O. zwrotności dij =O. symetryczności 

d ik =dkl (dla wszystkich i. k = I,.... n), 

- nie zawsze spełnia warunek nierówności trójkąta (potwierdziły ten wniosek 

przeprowadzone analizy symulacyjne), 
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- istnieje przynajmniej jedna para obiektów w zbiorze badanych obiektów A, 

dla której obserwacje na zmiennych nie są identyczne (dla uniknięcia zera 

w mianowniku d/t), 

- nie zmienia wartości w wyniku transformacji wartości zmiennych za pomocą 

dozwolonego na danej skali przekształcenia matematycznego (zob. tab. 1). 

Uogólniona postać miary odległości, w której uwzględnia się wagi zmiennych, 

określona jest wzorem (por. M. Walesiak, 1999): (8) 

m m n

LWJO'kikiJ + L L WJOi/JbklJ 
J=I J"'I 1=11 ________________________ ________________~/~~i>k 

dik =-

2 2[(i:WJO/~J+ i::tWJO~Jl[i:WJb;iJ+ i::tWJbilJllt 
J=1 J=I 1=1 J=I J=I 1=1 

I~i.k I~i.k 

m 

gdzie: wJ - wagaj-tej zmiennej spełniająca warunki: wJ E (O,' m), L WJ =m. 
j=1 

W literaturze można spotkać trzy sposoby ustalania wag zmiennych. Wagi usta

la się albo metodą ekspertów (metoda a priorI), albo z utyciem algorytmówobli

czeniowych opierających się na informacjach zawartych w danych pierwotnych 

(surowych). Można też wykorzystać metodę opartą na obu tych ujęciach. (por. 

T. Borys, 1984; M. Abrahamowicz i K. Zając, 1986; G.W. Milligan, 1989; T. Gra

biński, ł 992; A. Bąk. ł 999). Problem" ważenia" zm iennych nie został dotychczas 

zadowalająco rozwiązany. Williams stwierdza nawet, że ważenie zmiennych jest 

manipulowaniem wartościami zmiennych (por. M.S. Aldenderfer i R.K. 

Blashfield, 1984). Z tego względu często w badaniach empirycznych zakłada się, 

że zmienne sąjednakowo ważne z punktu widzenia badanego problemu (takie sta

nowisko przyjmują m.in. P.H.A. Sneath i R.R. Sokal, 1973). 

Zaproponowana uogólniona miara odległości o postaci (5) i (8) może byćwyko

rzystana jako formuła wzorcowa syntetycznego miernika rozwoju w metodach 

porządkowania liniowego. Formuły wzorcowe są różnego rodzaju odległościami 

poszczególnych obiektów od obiektu wzorcowego, którym w badaniach empi

rycznych jest na ogół tzw. dolny bądź górny biegun rozwoju (por. M. Walesiak, 

1996). Metody porządkowania liniowego można wykorzystać w badaniach mar

ketingowych m.in. w analizie atrakcyjności rynku polegającej na ocenie możliwo-
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ści istniejących (nowych) produktów w stosunku do produktów konkurencyjnych. 
Pozwalają więc one określić pozycję produktu na rynku na tle produktów konku

rencyjnych. Badania tego typu mogą być wykonywane również w odniesieniu do 

innych obiektów (np. przedsiębiorstw, krajów), ponieważ umożliwiająwyznacze

nie pozycji badanego obiektu (obiektów) na tle obiektów konkurencyjnych. 

4. Podsumowanie 

W artykule zaproponowano uogólnioną miarę odległości o postaci (5), która dla 

zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub) przedziałowej stosowana jest 

z podstawieniem (6), a dla zmiennych porządkowych z podstawieniem (7). 

W konstrukcji uogólnionej miary odległości wykorzystano ideę uogólnionego 

współczynnika korelacji o postaci (I), który obejmuje współczynnik korelacji li
niowej Pearsona i współczynnika korelacji zmiennych porządkowych T Kendalla. 

Dodatkowym rezultatem opracowania jest program komputerowy ułatwiający 

stosowanie uogólnionej miary odległości o postaci (8). Program ten jest dostępny 

w Katedrze Ekonometrii i Informatyki Wydziału Gospodarki Regionalnej i Turys

tyki Akademii Ekonomicznej we Wrocławiu (e-mail: abak@oscar.ae.jgora.pl). 

Ponadto wersja programu miary odległości (8) z podstawieniem (7) została opubli

kowana w pracy Bąka (por. A. Bąk,1999). Umożliwia on obliczanie odległości 

między obiektami (rezultatem jest symetryczna macierz odległości) oraz oblicza

nie odległości obiektów od wzorca (rezultatem jest wektor odległości). Macierz 

odległości można wykorzystać w hierarchicznych aglomeracyjnych metodach 

klasyfikacji do podziału zbioru obiektów na klasy, np. w programie SPSSfor Win

dows. W programie komputerowym wykorzystywane są pliki formatu DBF, które 

służą zarówno do dostarczania danych do obliczeń. jak i do przechowywania 

otrzymanych wyników. 
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