


 
 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

VI  Stacjonarny i niestacjonarny p
  

 
, Marcin GAJEWSKI  

 
 
 
 

1. Uwagi w ne  
 
Zagadnienie liniowej teorii stacjonarnego w ach  

elipty
warunkami 

mieszanymi Robina, patrz . Metodami analitycznymi nie uzyskamy 

z metod numerycznych. 

 [1, 16] 
Zastosowanie metod numerycznych jest 

 
pakiet

 z 1996 r. [24] 
oraz programu SYSTUS-SYSWELD [20-22] z 2000  roku. Stosujemy wyniki naszych prac 
[5,6,7,

 produktem [17]. 
W punktach 2-4 rozpatrujemy dwuwymiarowe zadania testowe 

 e 

, czyli zgodnie z prawem Fouriera 
rozpatrywanym w Rozdziale II. W tym celu stosujemy pakiet PDE [24]
analogiczny jak pokazano to w naszej pracy [5
brzegowych  

W punkcie nieliniowego zagadnienia niestacjonarnego 
[15,25] , po s .  

,10]. Stosujemy 
program SYSWELD. 
zadania. W pkt.6 zamieszczamy wnioski i uwagi o potencjalnych zastosowan
numerycznych PDE i SYSWELD. 



 
 

 

2.   zagadnienie liniowe 
 
2.1. - -symetryczne   

a  i promieniu 
b . Dana jest temperatura na powierzchniach bocznych walca 

odpowiednio a  i b
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z warunkami brzegowymi 
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2.3) 
podstawienia 22 yxr . Natomiast gradient (2.4) w
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 ych siatkach MES. 
symetrii zadania 

a
i 

rys.2.1. O
wyniki  

 (zastosowano algorytm do 
generacji siat ).  



 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
Rysunek 2.1. Wykresy izoterm, wyniki 
MES 
 

 

2.2. - zagadnienie   

Przypominamy 
t, izolinie pola temperatury 

z 
pkt.2.1

Co  
i 20 Co

a) ,10,1 21 AA  rys.2.2 i rys.2.3, b) ,10,2,1 22211211 AAAA  rys.2.4. i rys.2.5. Na 
wymienionych rysunkach zamieszczamy izotermy, gradient 
(i 
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Rysunek 2.2. Wykresy izoterm, wyniki MES 
( 11 12 21 221, 2, 10A A A A ) 

 
W nie  

nie jest zgodny z gradientem temperatury.  zagadnieniu 
ty

 podanymi na rys.2.2-2.5 
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Rysunek 2.3. Wyniki MES ( ,10,1 21 AA ):  
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Rysunek 2.4. Wykresy izoterm, wyniki MES 
( 11 12 21 221, 2, 10A A A A ) 
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Rysunek 2.5. Wyniki MES ( ,10,2,1 22211211 AAAA

 
 
 

3.    
 

z  

Co   -20 Co . Siatka MES 

rys.3.1 i 3.2. 
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Rysunek 3.1. Wyniki MES ( ,10,1 21 AA ): a) izotermy, b) gradient 
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Rysunek 3.2. Wyniki MES ( ,10,2,1 22211211 AAAA ): a) izotermy, b) gradient temperatury,  

 
 



 
 

 

4.   zagadnienie nieliniowe 
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Rysunek 4.1. Wyniki MES ( 7.399T01.01,7.399T01.07.399T/11 21 AA ): 

 
 
 
5.  - 

  
 

 
Rozdziale IV

, por. [13,20]
innymi w programie SYSWELD [21,22]

cieplnej (np. hartowania) oraz procesu spawania.  
W punktach 5.2-5.4 

w 
war o-   [4]. 

anal
3 zamieszczono 

 
 

5.  

 16MnCr5 o wymiarach: 200l  [mm], 15h  
[mm], por. rys. 5.1.  



 
 

 

 
-

przypad
w 
na rys. 5.2. Z kolei na rys. 5.3 pokazano 
graficzn

8]. 

Gaussa, 
w obszarze zdefiniowanym przez parametry 
zamieszczone na rys.5.3. Ustalenie tych 

, 
ez 

Christensena [3]. 

 

 
 

 

Rysunek 5.2. -
 badania Christensena, por. [3] 

Rysunek 5.3. Model oraz parametry 

por. [8] 
 

, zaproponowany przez Goldaka i innych [8], 1) 
2  

22 2
22 2

3(( ) )3 36 3
, , ,

vt rzrx ry
ca b

f Q
w x y z t e e e

abc .                          (5.1) 

 
 

 
 

Rysunek 5.1. -
 

 



 
 

 

Q,   -  
w - -3], 

a, b, c1=c, c2=d -  
f1,2 -  
v - -1], 
t -  

rx, ry, rz -  
 

-1], 
=0.55, f1=0.8, f2=1.2. Wprowadzanie danych w programie SYSWELD wymaga napisania 

w programie FORT  
graniczne 

C][20 o

i promieniowania.  
, 

. 

promieniowan

powierzchni. 



 
 

 

 
nCr5 [13,22] 

norm zawiera tab. 5.2. 
 

Tablica 5.1. 16MnCr5 
 

C Mn Si P S Cr Ni Cu Cr+Ni+Cu Nb Alall 
max. max. max. max. max. max. max. max. max. - min. 
0,18 1,6 0,55 0,035 0,035 0,3 0.3 0.3 0.7 0.02 do 

0.08 
0.015 

 
Tablica 5.2.  

Czechy 11 503 
ASTM SA 516 Grade 65 - 70 

Wielka Brytania B.S. 1501-224 Gr. 30 A - 32 A 
Niemcy DIN 17155 H. IV lub 17 Mn 4 

 
W tablicach 5.3, 5.4 i na rys. 5.4-

 
i  
 
Tablica 5.3. 16MnCr5 w funkcji temperatury 
 

  [W m-1 K-1] 
 20 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1200 

 51,9 51,1 48,5 44,4 42,7 39,3 35,6 31,9 25,9 26,4 27,7 29,8 
 

  
Rysunek 5.4. 

stali 16MnCr5w funkcji tempe-
ratury 

Rysunek 5.5. 16MnCr5 w funkcji 
temperatury 

 
 



 
 

 

Tablica 5.4. 16MnCr5 w funkcji temperatury 
 

 -1 K-1] 
 20 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1200 

c 486 486 502 519 540 561 590 628 703 703 695 687 
 

 
 

Rysunek 5.6. eratury 
 

 

5.4. Model MES i wyniki numeryczne 

zdefiniowanie jest konieczne w programie SYSWELD aby mo

 

czasu. Zaga zania zastosowano Solver BFGS 
z 
pole temperatury i pole gradientu temperatury (strumienia) (

 

chwili zaprezentowano na rys. 5.7 . 
przedstawiono m.in. w naszej pracy [13

 
  

a) 



 
 

 

 
b) 

 
Rysunek 5.7. 

t=1000 [s]. 

 
 
6.    

 

Toolbox (PDE) [17]. PDE nie jest standardowym programem komercyjnym (podobnie jak 

oteki 
procedur zawartych w MATLAB-
C++) [2]



 

 

 

został napisany przez matematyków i dlatego nie ma typowej struktury programów MES 

stosowanych w mechanice konstrukcji materiałów anizotropowych. Konieczne jest wobec 

tego dostosowanie struktury danych PDE tak, aby do rozwiązania zagadnień płaskich liniowej 

teorii przepływu ciepła dla materiałów anizotropowych zastosować wymieniony program. 

Należy zaznaczyć, że twórcy programu PDE, między innymi jako przykłady jego 

zastosowania, podali standardowe procedury do rozwiązywania płaskich zagadnień 

izotropowej, liniowej teorii sprężystości oraz liniowej teorii przepływu ciepła dla materiałów 

izotropowych.  

Zaproponowano nieliniowe uogólnienie klasycznego prawa Fouriera dla materiałów 

anizotropowych.  Przyjęto hipotezę, że wartości własne tensora przewodnictwa cieplnego są 

funkcjami temperatury, zaś tensory własne są co najwyżej funkcjami położenia cząstki 

w ciele. W zaproponowanych równaniach dopuszczalna jest sytuacja zmiany anizotropii 

materiału ze wzrostem temperatury, na przykład materiał ortotropowy staje się materiałem 

izotropowym. W rozdziale zamieszczono tylko podstawowe testy numeryczne ilustrujące 

stacjonarny przepływ ciepła. Z punktu widzenia fizyki równania paraboliczne, do których 

prowadzą klasyczne równania przewodnictwa cieplnego i dyfuzji, mają zasadniczą wadę gdyż 

prędkość rozchodzenia się zaburzenia jest nieograniczona. Ze względu na analogię wyniki 

pracy można zastosować w zagadnieniu dyfuzji z nieliniowym prawem Ficka [9]. Konieczna 

jest tylko inna interpretacja stałych i funkcji materiałowych oraz warunków granicznych. 

Możliwe jest zastosowanie systemu MATLAB w analizie MES sprzężonego zagadnienia 

dyfuzji i przepływu ciepła [9,23] (należy wtedy postępować podobnie jak pokazano w pracy 

[3]).  
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