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Rozdzial VI Stacjonarny i niestacjonarny przeplyw
ciepla— przyklady MES

Stanistaw JEMIOL.O, Marcin GAJEWSKI

1. Uwagi wstepne

Zagadnienie liniowej teorii stacjonarnego przeplywu ciepta w materiatach
anizotropowych sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu eliptycznych réwnan roézniczkowych
czastkowych z warunkami brzegowymi Dirichleta oraz Neumanna Ilub warunkami
mieszanymi Robina, patrz Rozdzialty 1 1 III. Metodami analitycznymi nie uzyskamy
rozwigzania powyzszego zagadnienia dla szerokiej klasy zadan, dlatego nalezy skorzystac
zmetod numerycznych. Znacznie bardziej ztozone jest zagadnienie niestacjonarnego
przeptywu ciepta, prowadzace do uktadu parabolicznych rownan rézniczkowych z warunkami
brzegowymi i poczatkowymi, ktore najczescie] rozwiazuje sie stosujgc MES [1, 16] i metode
réznic skonczonych (MRS), patrz Rozdziat IV. Zastosowanie metod numerycznych jest
niezbedne jezeli prawo Fouriera wystepujace w zagadnieniach granicznych jest nieliniowe.

W tym rozdziale podamy przyklady zastosowania pakietu MATLAB, a wlasciwie
dotaczonego do niego programu Partial Differential Equation Toolbox (PDE) z 1996 r. [24]
oraz programu SYSTUS-SYSWELD [20-22] z 2000 roku. Stosujemy wyniki naszych prac
[5,6,7,11,12] publikowanych w materiatach konferencyjnych. Nalezy zaznaczy¢, ze obecnie
program PDE jest niezaleznym od pakietu MATLAB produktem [17].

W punktach 2-4 rozpatrujemy dwuwymiarowe zadania testowe stacjonarnego przeptywu
ciepta w ciatach izotropowych i anizotropowych. Przyjmujemy hipoteze, ze wartosci wlasne
tensora przewodnictwa cieplnego sa funkcjami temperatury, za$ tensory wilasne sg co
najwyzej funkcjami potozenia czastki w ciele, czyli zgodnie z prawem Fouriera
rozpatrywanym w Rozdziale II. W tym celu stosujemy pakiet PDE [24], w sposob
analogiczny jak pokazano to w naszej pracy [5] na przyktadzie ptaskich zagadnien
brzegowych anizotropowe] sprezystosci.

W punkcie 5 jako przyktad nieliniowego zagadnienia niestacjonarnego przeptywu ciepta
[15,25] rozwiazujemy zadanie poruszajacego sie zrodla ciepta, po stalowej phycie. Zrédto
ciepta zatozono wg modelu Goldaka stosowanego w spawalnictwie [3,8,10]. Stosujemy
program SYSWELD. Szczeg6lng uwage poswigcamy zagadnieniu przygotowania danych
zadania. W pkt.6 zamieszczamy wnioski i uwagi o potencjalnych zastosowaniach programow
numerycznych PDE 1 SYSWELD.



2. Stacjonarny przeplyw ciepla — zagadnienie liniowe

2.1. Przyklad testowy- zagadnienie kolowo-symetryczne — material izotropowy

Rozpatrujemy nieskonczony cylinder o promieniu wewngtrznym réwnym a i promieniu
zewngtrznym réwnym b . Dana jest temperatura na powierzchniach bocznych walca
odpowiednio 6, i 0,, wewnatrz i na zewnatrz walca. Rozwigzanie tego zadania we

wspolrzednych biegunowych jest elementarne gdyz jest to zadanie jednowymiarowe. Dla tego
zadania, we wspdtrzednych biegunowych 1 przy statym wspotczynniku przewodzenia ciepta,
réwnanie rézniczkowe ustalonego przeptywu ciepta (Q = 0) ma postac

i[r@J:(), 2.1)
dr\  dr
z warunkami brzegowymi

8(a)=0,, 6(»)=9, . (2.2)

Rozwigzanie rownania (2.1) z warunkami (2.2) jest nastgpujace:

o(r) =0, _beb m[ﬁj . (2.3)
oo
a
Gradient temperatury we wspdtrzednych biegunowych ma jednag niezerowa wielkos¢:
d 06,-6,

dr [b}
rin| —
a

Aby znalez¢ rozwigzanie we wspdlrzednych kartezjanskich nalezy dokona¢ w (2.3)
podstawienia 7 =+/x* + ) . Natomiast gradient (2.4) we wspodlrzednych kartezjanskich ma

(2.4)

dwie sktadowe odpowiednio cos (pj—e 1 sin (pj—e, gdzie kat jest zalezny od zmiennych x i y.
r r

Po przeksztalceniach otrzymamy

D cosgdlo_x 06 0G40y 076 s
ox dr x"+y ln[bj dr x"+y ln[bj
a a

Poniewaz rozwigzanie zadania w postaci pola temperatury nie jest zalezne od parametréw
materiatowych, to przyjmujemy w obliczeniach MES jednostkowa warto$§¢ wspotczynnika
przewodzenia ciepta. Zadanie rozwigzano przy réznych siatkach MES. Nie zaktadano
symetrii kolowej zadania w stosowanych siatkach zlozonych z elementow trojkatnych.
Zadanie rozwigzano we wspolrzednych kartezjanskich. Wtedy, zaréwno izotermy jak
i wykresy warstwicowe normy z wektora strumienia ciepla powinny by¢ okregami.
Przyktadowe wyniki obliczen zamieszczamy na rys.2.1. Otrzymujemy zadawalajaco doktadne
wyniki, o btedzie ok. 1%, na pole temperatury juz dla siatki MES ztozonej z 212 elementow
skonczonych. W przypadku zastosowania siatek o wigkszej liczbie elementow uzyskano
wyniki numeryczne z doktadnoscia do 12 cyfr znaczacych (zastosowano algorytm do
generacji siatek adaptacyjnych, ktory jest dostepny w programie PDE).



Color. T

08

086

04

02

-02

04

-06

Rysunek 2.1. Wykresy izoterm, wyniki
MES

-08

2.2. Przyklad testowy- zagadnienie plaskie — material anizotropowy

Proponujemy najprostszy test, ktérym mozna sprawdzi¢ poprawnos$¢ zastosowanej
implementacji numeryczne] anizotropowego zagadnienia przeptywu ciepta. Przypominamy
(co jest wazne do interpretacji wynikow), ze dla danego czasu ¢, izolinie pola temperatury
nazywaja si¢ izotermami (powierzchnie o jednakowej temperaturze). W kierunku
prostopadtym do powierzchni adiabatycznych gestosci strumieni ciepta sa rowne zeru.
Izotermy i adiabaty tworza na ptaszczyznie linie ortogonalne tylko dla wybranych rodzajow
anizotropii materiatu. Rozpatrujemy nieskonczony cylinder (identycznie jak w przyktadzie z
pkt.2.1) o promieniu wewnetrznym rownym 0.5 jednostek dlugosci 1 promieniu zewnetrznym
réwnym 1.0. Dana jest temperatura na powierzchniach bocznych walca odpowiednio 20 °C

1-20°C, wewnatrz 1 na zewnatrz walca. Rozpatrujemy materialy anizotropowe:
a)A, =1,4, =10, rys.22 1rys.23,b) A4,=1,4,=4,,=2,4,, =10, rys.2.4. 1 rys.2.5. Na
wymienionych rysunkach zamieszczamy izotermy, gradient temperatury, strumien ciepta

(ilinie stalych dlugosci tych wektorow). Siatka MES zlozona jest z 14464 elementéw
trojkatnych z 7472 weztami.
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Rysunek 2.2. Wykresy izoterm, wyniki MES
? (A4, =14,=4,=2,4,=10)
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W przypadku materiatow anizotropowych izotermy nie sg okregami oraz strumien ciepta
nie jest zgodny z gradientem temperatury. Przypominamy, ze w zagadnieniu ptaskim mamy
tylko jeden typ materialu anizotropowego, ktéry odpowiada dwom réznym warto$ciom
wlasnym tensora przewodnictwa ciepta. Rdznica miedzy wynikami podanymi na rys.2.2-2.5
wynika z faktu, ze w przypadku a) kierunki glowne ortotropii sa zgodne z kartezjanskim
uktadem wspotrzednych, natomiast a przypadku b) kierunki gléwne ortotropii sa obrdcone
wzgledem bazy ukladu kartezjanskiego. Tensor drugiego rzedu obraca si¢ dwukrotnie
szybciej niz wektory bazy.
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Rysunek 2.4. Wykresy izoterm, wyniki MES
(4,=L4,=4,=2,4,=10)
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Rysunek 2.5. Wyniki MES ( 4,, =1,4,, = 4,, =2, 4,, =10,): a) gradient temperatury, b) strumien
ciepla

Przyklad stacjonarnego przeplyw ciepla w materialach anizotropowych

W kolejnym zadaniu testowym rozpatrujemy nieskonczenie dhugi prostopadtoscian
z walcowymi wydrazeniami.

Warunki brzegowe w postaci (2.6) zrealizowano zaktadajac na powierzchni walcow
temperature 20°C a na zewngtrzne] powierzchni prostopadioscianu -20°C. Siatka MES
dla tego zadania sktada si¢ z 30208 elementow trojkatnych (15599 weztow) z liniowymi
funkcjami ksztaltu. Rozpatrujemy dwa materiaty anizotropowe, wyniki obliczen podano na
rys.3.113.2.
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Rysunek 3.1. Wyniki MES (4, =1,4, =10, ): a) izotermy, b) gradient temperatury, ¢) strumien
ciepla
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Rysunek 3.2. Wyniki MES (4,, =1, 4,, = 4,, =2, 4,, = 10,): a) izotermy, b) gradient temperatury,
¢) strumien ciepla



4. Stacjonarny przeplyw ciepla — zagadnienie nieliniowe

W przypadku zadan nieliniowych przeptywu ciepta proponujemy podobny test jak
powyzej. Dana jest temperatura na powierzchniach bocznych walca odpowiednio 420 °K
1400°K, wewnatrz 1 na zewnatrz walca. Siatka MES dla tego zadania sktada si¢ z 4960
elementow trojkatnych (2564 weztéw) z liniowymi funkcjami ksztaltu. Rozpatrujemy
nieliniowy material ortotropowy, patrz rys.4.1. Ze wzrostem temperatury wartosci wlasne
tensora przewodzenia ciepta daza do tej samej funkcji liniowej. Material z ortotropowego
zamienia si¢ W izotropowy, por. rys.4.1b. Obliczenia wykonano w 7 iteracjach ze statym
krokiem catkowania.
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Rysunek 4.1. Wyniki MES (4, =1+1/(T—399.7)—0.01(T —399.7), 4, =1-0.01(T —399.7)):
a) gradient temperatury, b) strumien ciepla.

5. Przyklad numeryczny - nieustalony przeplyw ciepla w stalowej plycie
wywolany poruszajacym si¢ zréodlem ciepla

S.1. Uwagi wstepne

W sformutowaniu wariacyjnym podanym w Rozdziale IV, zamiast energii wewnetrznej,
mozna zastosowa¢ funkcje entalpii, por. [13,20]. Tego typu podejscie stosowane jest miedzy
innymi w programie SYSWELD [21,22]. Jest ono szczegoOlnie uzyteczne w stosunkowo
prostym opisie przejs¢ fazowych ciata statego 1 symulacji numerycznej proceséw obrobki
cieplnej (np. hartowania) oraz procesu spawania.

W punktach 5.2-5.4 podajemy przyktad numeryczny dotyczacy przeplywu ciepta
w stalowej plycie poddanej obcigzeniu poruszajacym sie zrodlem ciepta z uwzglednieniem
warunkéw brzegowo-poczatkowych opisujacych konwekcje 1 promieniowanie ciepta [4].
Zagadnienie nieustalonego przeptywu ciepta wymaga zdefiniowania wlasciwosci termicznych
rozpatrywanego stopu. Nalezy podkresli¢, ze jest to zadanie zlozone 1 wymaga uwazne]
analizy danych doswiadczalnych. Parametry 1 funkcje materiatowe modelu w sposob istotny
sq zalezne od rodzaju rozpatrywanych metali 1 ich stopdéw, dlatego w pkt. 5.3 zamieszczono
szczegotowe dane dotyczace whasnosci termicznych rozpatrywanej stali 16MnCrS.

5.2. Sformulowanie zadania

Analizujemy plyte wykonang ze stali 16MnCr5 o wymiarach: /=200 [mm], ~#=15
[mm], por. rys. 5.1.



Ptyte obciazono poruszajacym  si¢
wzdluz odcinka A-B zrédiem ciepla, ktore
modeluje oddzialywanie termiczne np. od
hlukowego spawania elektrycznego. W takim
przypadku realny rozktad temperatury
w poblizu elektrody zostal zaprezentowany
na rys. 5.2. Z kolei na rys. 5.3 pokazano
graficzng interpretacje parametrow zrodla
ciepta zaproponowanego przez Goldaka [8].
M?del Goldaka zakiada '1ntensywnosc Rysunek 5.1. Schemat plyty oraz tor zrodla cie-
zrodta ciepta  we wszystkich pantagh pla (odcinek AB)

Gaussa, ktore aktualnie znajduja sie

w obszarze zdefiniowanym przez parametry

zamieszczone na rys.5.3. Ustalenie tych

parametréw, mocy oraz predkosci poruszania si¢ zrodta ma w rezultacie dac¢ rozktad
temperatury na powierzchni plyty analogiczny do zamieszczonego na rys. 5.2. Podkreslamy,
ze na rys.5.2 zamieszczono tylko przyktadowe wyniki badan prowadzonych przez
Christensena [3].

T T 0 4 e oom

Rysunek 5.2. Przyblizony rozklad temperatury na powie- Rysunek 5.3. Model oraz parametry
rzchni plyty— badania Christensena, por. [3] zrodla ciepta Goldaka,

por. [8]

Model zZrodta ciepta, zaproponowany przez Goldaka i innych [8], przed elektroda (B =1)
i za elektroda (3 = 2 ) opisuja nastepujace rownania:

3™ 3’ _3v)-rz)” vt)z—rz)z

a’ b %

e 7 e . (5.1)

630

w(x,y,z,t)—me_
p

Oznaczenia wystepujace we wzorze (5.1) majg nastgpujaca interpretacje:



0 n - moc zrodta ciepta [W] , sprawnos¢ zrodia ciepta,

w - zrédlo ciepta [W mm™],
a, b, ci=c,c;=d - wymiary w[mm] przetopionej strefy materiatu,
J1.2 - wspdtczynniki rozdzialu energii przed 1 za elektroda,
v - predkos¢ spawania (poruszania si¢ elektrody) [mm s'],
t - aktualny czas (parametr sterujacy procesem) [s],
X, 1y, rz - odlegtosci od srodka zZrédta ciepta, odpowiednio w kierunku osi x, y, z.

W obliczeniach numerycznych przyjeto nastgpujace wartoSci  poszczegolnych
parametrow: Q=4192.5 [W], a=4.45 [mm], b=6.5 [mm], ¢=7 [mm], d=15 [mm], v=4 [mm s’'],
Nn=0.55, £1=0.8, f,=1.2. Wprowadzanie danych w programie SYSWELD wymaga napisania
w programie FORTRAN funkgcji (5.1), ktora dotaczona jest do pliku wsadowego.

Definiujgc warunki graniczne zadania zatozono, ze w chwili poczatkowe] temperatura
plyty wynosi 20[°C]. Po plycie porusza si¢ zrodto ciepta, ktoére powoduje ogrzewanie
okreslonych rejonéw plyty powyzej] temperatury topnienia rozwazanej stali. Caly czas
aktywne sg warunki brzegowe opisujace konwekcje i promieniowanie czyli ptyta stygnie. Tak
wiec oprocz danych materialowych potrzebne sa takze precyzyjne dane dotyczace konwekcji
1 promieniowania.

W omawianym przyktadzie wymiang ciepta z otoczeniem opisano funkcja w Fortranie,
ktéra nalezy dotaczy¢ do piku wsadowego.

function f(t)

c
¢ radiative losses : £ = sig * e (Lt ) * (t + to) (E**2 + to**2)
c with e ( t ) = el + e2 *t
c

el = 0.03

e2 = 5*%-5

sig = 5.67*-8

to = 20.
c

e2 = t * e2

e = el + e2

to = to + 273.15

tl =t + 273.15

a = tl * tl

b = to * to

c =a+b

d = tl + to

d=d* c

d=d* e

d =d * sig
c
¢ convective losses = 90 W/m2
c

f =d + 90.

RETURN

END

W funkcji tej zalozono stala warto$¢ normy strumienia ciepta wyplywajacego przez
powierzchnig¢ interpretowane] jako strata ciepta w wyniku konwekcji. Strate ciepta w wyniku
promieniowania opisuje funkcja. Warto$¢ normy strumienia ciepta (przekazywanego przez
promieniowanie) jest zalezna od temperatury, ktorg mozemy uznaé za temperature
powierzchni.



5.3. Dane materialowe (stal 16mncrS)

W pkt. tym zebrano dane termiczne dotyczace stali 16MnCrS [13,22] o skladzie
chemicznym zamieszczonym w tab. 5.1. Oznaczenia odpowiednikow tej stali wg wybranych
norm zawiera tab. 5.2.

Tablica 5.1. Sklad chemiczny stali 16MnCr5

C Mn Si P S Cr Ni Cu [ Cr+Ni+Cu Nb Alan
max. | max. | max. | max. [ max. | max. | max. | max. max. - min.
0,18 | 1,6 | 0,55 [ 0,035 | 0,035 | 0,3 0.3 0.3 0.7 0.02do | 0.015
0.08

Tablica 5.2. Stosowane oznaczenia stali o skladzie chemicznym zblizonym do podanego w tab. 5.1

Czechy 11 503
ASTM SA 516 Grade 65 - 70

Wielka Brytania B.S. 1501-224 Gr. 30 A-32 A
Niemcy DIN 17155 H. IV lub 17 Mn 4

W tablicach 5.3, 5.4 i na rys. 5.4-5.6 zamieszczamy podstawowe wilasciwosci cieplne
rozpatrywanej stali w funkcji temperatury tj. wspoétczynnik przewodzenia ciepla, gestosc
i cieplo wlasciwe.

Tablica 5.3. Wspolczynnik przewodzenia ciepla stali 16MnCr5 w funkcji temperatury

Wspotczynnik przewodzenia ciepta A, [W m™! K]
6 [°C] 20 | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 [ 700 | 800 | 900 |1000 {1200
by 51,9 | 51,1 | 48,5 44,4 (42,7393 (35,6(31,9(259 264 |27,7]29,8

60 7900
7850 A
50 1
7800 A
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E g 7700 1
230 > o
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a
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7550 1
10 4
7500 A S
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Rysunek 5.4. Wspolczynnik przewodzenia ciepla Rysunek 5.5. Gestos¢ stali 16MnCr5 w funkcji
stali 16MnCr5w funkcji tempe- temperatury

ratury




Tablica 5.4. Cieplo wlasciwe stali 16MnCr5 w funkcji temperatury

Cieplo wiasciwe c[J kg! K'']
O[°C]| 20 | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000|1200
c 486 | 486 | 502 | 519 | 540 | 561 | 590 | 628 | 703 | 703 | 695 | 687

800

700 + >
600 o
500 %
400 +

300 A

¢ [Tkg-1K-1]

200 +

100 +

0

20 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1200
Temperatura [°C]

Rysunek 5.6. Cieplo wlasciwe rozpatrywanej stali w funkcji temperatury

5.4. Model MES i wyniki numeryczne

Siatka MES dla rozpatrywanego zagadnienia sklada si¢ z 11500 elementéw
trojwymiarowych z lintowymi funkcjami ksztattu oraz 4160 elementow ptaskich, ktoérych
zdefiniowanie jest konieczne w programie SYSWELD aby mozliwe bylo wprowadzenie
warunkéw brzegowych. Elementy trojwymiarowe przypisano do grupy ,,VOLUME”, za$
elementy dwuwymiarowe do grupy ,,AIR”. Regularna siatka MES zostata zageszczona
wzdhluz linii okreslajacej tor zrodta ciepta, por. rys. 5.1.

Zadanie sformutowano jako zadanie nieustalonego przeptywu ciepla. Zrodto ciepta,
przemierza cata ptyte w ciagu 50 [s]. Nastepnie potrzeba okoto 2000 [s] aby w ptycie ustalit
si¢ stan rownowagi. Tak wigc poszukujemy pola temperatury w kazdej posredniej chwili
czasu. Zagadnienie jest nieliniowe wigc do jego rozwigzania zastosowano Solver BFGS
z ograniczeniem maksymalnej liczby iteracji do 100 1 zadana doktadnoscig na poszukiwane
pole temperatury 1 pole gradientu temperatury (strumienia) (PRECISION ABSOLUTE
DISPLACEMENT 0.0001 FORCE 1*-10). Zatozono 54 kroki czasowe. W kazdym
kroku algorytm wykonuje po kilka lub kilkanascie iteracji.

Przyktadowe wykresy warstwicowe temperatury i normy strumienia ciepta w wybranych
chwili zaprezentowano na rys. 5.7 .

Uogodlnienie tego zadania przedstawiono m.in. w naszej pracy [13], gdzie uwzgledniono
w opisie zagadnienia nieustalonego przeptywu ciepla przejscia fazowe w stali.

a)



b)

Rysunek 5.7. Wykresy warstwicowe temperatury w poszczegoélnych chwilach czasu a) t=10 [s], b)
t=1000 [s].

6. Uwagi koncowe

Do rozwigzywania zadan brzegowych zaproponowano w tej pracy zastosowanie pakietu
MATLAB, a wilasciwie dotaczonego do niego programu Partial Differential Equation
Toolbox (PDE) [17]. PDE nie jest standardowym programem komercyjnym (podobnie jak
pakiet MATLAB) gdyz uzytkownik ma pelny dostep do jego zZrédia (kodu numerycznego).
Umozliwia to wszelkie modyfikacje 1 catkowita kontrole nad algorytmem rozwigzujacym
MES. Mozliwe jest takze dolaczanie wiasnych procedur oraz uzywanie bogatej biblioteki
procedur zawartych w MATLAB-ie (napisanych w jezykach MATLAB, FORTRAN lub
C++) [2]. PDE jest programem stuzacym do poszukiwania rozwigzan réwnan roézniczkowych
czastkowych zaleznych od dwoch zmiennych przestrzennych (i ewentualnie czasu) 1 ich
uktadow, w przypadku réwnan eliptycznych, parabolicznych i hiperbolicznych. Mozna go
takze stosowa¢ do poszukiwania rozwigzan nieliniowych réwnan roézniczkowych. Program



zostal napisany przez matematykow i dlatego nie ma typowej struktury programéw MES
stosowanych w mechanice konstrukcji materialdow anizotropowych. Konieczne jest wobec
tego dostosowanie struktury danych PDE tak, aby do rozwigzania zagadnien ptaskich liniowe;j
teorii przeplywu ciepla dla materialdéw anizotropowych zastosowa¢ wymieniony program.
Nalezy zaznaczy¢, ze tworcy programu PDE, miedzy innymi jako przyklady jego
zastosowania, podali standardowe procedury do rozwigzywania plaskich zagadnien
izotropowej, liniowej teorii sprezystosci oraz liniowej teorii przeptywu ciepta dla materiatoéw
izotropowych.

Zaproponowano nieliniowe uogolnienie klasycznego prawa Fouriera dla materiatow
anizotropowych. Przyjeto hipoteze, ze warto$ci wlasne tensora przewodnictwa cieplnego sa
funkcjami temperatury, za$ tensory wilasne sa co najwyzej funkcjami polozenia czastki
w ciele. W zaproponowanych rownaniach dopuszczalna jest sytuacja zmiany anizotropii
materiatu ze wzrostem temperatury, na przyktad material ortotropowy staje si¢ materiatem
izotropowym. W rozdziale zamieszczono tylko podstawowe testy numeryczne ilustrujace
stacjonarny przeplyw ciepla. Z punktu widzenia fizyki réwnania paraboliczne, do ktorych
prowadzg klasyczne rownania przewodnictwa cieplnego i dyfuzji, maja zasadnicza wade gdyz
predkos¢ rozchodzenia si¢ zaburzenia jest nieograniczona. Ze wzgledu na analogi¢ wyniki
pracy mozna zastosowa¢ w zagadnieniu dyfuzji z nieliniowym prawem Ficka [9]. Konieczna
jest tylko inna interpretacja statych i funkcji materialowych oraz warunkoéw granicznych.
Mozliwe jest zastosowanie systemu MATLAB w analizie MES sprzezonego zagadnienia
dyfuzji 1 przeptywu ciepta [9,23] (nalezy wtedy postgpowac podobnie jak pokazano w pracy
[3]).
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