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Rozdzial VII Ustalony i nieustalony przeplyw ciepla przez
niejednorodne przegrody budowlane

Moarcin GAJEWSKI , Stanistaw JEMIOLO

1. Wstep

Uwzglednienie przenikania ciepla przez przegrody jest istotnym zagadnieniem
w projektowaniu budowli [3-7, 9, 10, 14, 17, 18, 22, 24, 30]. Podstawowe przypadki
ustalonego 1 nieustalonego przeptywu ciepla przez jednorodne izotropowe przegrody maja
rozwigzania analityczne [18, 21, 28]. W sytuacji natomiast materialéw niejednorodnych
i ztozonych warunkow brzegowych lub przegrod wykonanych z réznych materiatow
konieczne jest zastosowanie metod numerycznych [16, 23, 25, 31]. Celem tego rozdziatu jest
zastosowanie metody elementdéw skonczonych (MES) [34] 1 pakietu PDE MATLAB [26] oraz
programu ABAQUS/Standard [1-2]. Rozdziat ten powstal gtéwnie na podstawie artykutéw
[11, 12].

Podstawowe pojecia zagadnienia przeptywu ciepta sg podane w Rozdziale I, a metody
rozwigzywania podstawowych zagadnien granicznych w Rozdziale III. Przypominamy, ze
zjawisko nieustalonego przewodzenia ciepta jest jednoznacznie okreslone przez znajomosc

pola temperatury & = é(x, t), gdyz pole wektorowe strumienia ciepta q(x,t) wynika
z przyjete] relacji konstytutywnej. Pod wplywem roznicy temperatur nastgpuje wymiana
ciepta. Jezeli wymiana ciepta nie jest zalezna od czasu to méwimy o ustalonym przeplywie

ciepta. W tym rozdziale rozpatrujemy najprostsza liniowa relacje konstytutywna zwang
prawem Fouriera. Zwiazek ten wigze wektor strumienia ciepta z gradientem temperatury, tzn.
q=-Agrad@. W przypadku materiatéw niejednorodnych mamy A = A(x). Jezeli A jest
tensorem izotropowym to material nazywamy materialem izotropowym ze wzgledu na
przewodnictwo ciepla. W przegrodach budowlanych mamy z reguly konstrukcje ztozona
z kilku warstw materiatéw jednorodnych, a zagadnienie graniczne czgsto rozpatruje si¢ jako
przestrzennie dwuwymiarowe.

Ztozono$¢ zagadnienia przewodnictwa ciepta wynika gtownie z warunkéw brzegowych
zadania. Nalezy pamieta¢, ze wymiana ciepta moze by¢ realizowana za pomoca trzech
istotnie réznych pod wzgledem fizycznym sposobow, zwanych: a) przewodzeniem ciepla, b)
konwekcjq i ¢) promieniowaniem termicznym [33]. W praktycznej sytuacji w budownictwie
mamy z reguly do czynienia z jednoczesnym wystepowaniem tych trzech réznych form
wymiany ciepta [20]. Na przyktad w zagadnieniach inzynierskich wazne jest rozpatrywanie
wymiany ciepla pomiedzy powierzchnig ciala stalego a otaczajacym ja plynem



(przejmowanie ciepta). Mamy wtedy przewodzenie ciepla w warstwie przysciennej ptynu
przylegajacego bezposrednio do powierzchni ciata stalego, konwekcje w ptynie poza warstwa
przysScienng oraz ewentualnie wymiang ciepta przez promieniowanie. Przenikaniem ciepta
nazywa si¢ wymiane ciepta miedzy dwoma ptynami rozdzielonymi przegroda. Mamy wtedy
przejmowanie ciepta miedzy powierzchniami przegrody a plynami oraz przewodzenie ciepta
przez przegrode. W przypadku konwekcji, ze wzgledu na przyczyny ruchu ptynu wyrdznia si¢
konwekcje swobodna (naturalng) 1 konwekcje wymuszong (wymuszona ,sitami
zewnetrznymi”). W budownictwie czesto mozemy wyrdzni¢ dominujacg forme wymiany
ciepta, co znacznie ulatwia analize problemu. Z drugiej strony, ze wzgledu na znaczny rozwoj
metod numerycznych 1 mocy obliczeniowe] komputeréw osobistych coraz czgsciej w analizie
i programach wspomagajacych projektowanie przegrod budowlanych stosuje sig¢ teoretyczne
wyniki zagadnien sprzezonych wymiany ciepta 1 wilgoci [13, 29, 30, 32].

W rozdziale tym rozpatrujemy dwuwymiarowe zagadnienia graniczne przeptywu ciepta.
W pkt2 podajemy podstawowe rdéwnania ustalonego i1 nieustalonego przewodnictwa
cieplnego w przypadku przegrod wykonanych z réznych materiatow izotropowych.
W przypadku cial warstwowych (materiatéw o roznych wspolczynnikach przewodzenia
ciepta) nalezy pamieta¢ o warunku ciaglosci, tzn. w przypadku kontaktu dwoch ciat przez
powierzchni¢ nalezy zapewni¢ zgodno$¢ temperatury i strumienia ciepta w kierunku
normalnej do powierzchni. Tego typu wymagania ciggto$ci sa automatycznie spetnione
w sformutowaniu MES zagadnienia przeptywu ciepta, por. [1, 2, 26]. W pkt.3 i 4 podamy
przyklady rozwigzan numerycznych MES z roéznymi warunkami  brzegowymi
1 poczatkowymi, za$ pkt. 5 zawiera uwagi koncowe.

2. Podstawowe rownania ustalonego i nieustalonego przeplywu ciepla
w niejednorodnych materialach izotropowych

W przypadku ustalonego, bezzrédlowego, przeptywu ciepta w niejednorodnych
materiatach izotropowych mamy nastepujace rownanie lokalne, por. pkt.1.5:

div(Agradd)=0, (2.1)

gdzie A(x)>0 (x jest wektorem okreslajacym potozenie czastki w ciele). Rownanie (2.1)

jest rownaniem typu eliptycznego [19]. Jezeli 4 =const, to (2.1) upraszcza si¢ do rownania
Laplace’a
Vo=0. (2.2)

W tym rozdziale rozpatrujemy cialo ztozone z izotropowych podobszarow, gdzie zadane sa
rozne wspotczynniki ciepta. W celu poprawnego postawienia zadania musimy zada¢ warunki
brzegowe 1 tzw. warunki cigglosci na brzegach podobszaréw. Zakladamy, ze warunki
ciggtosci dotycza pola temperatury i gestosci strumienia ciepta. W sformutowaniu
klasycznym (zagadnieniu liniowym) mozna wyszczegoOlni¢ trzy podstawowe zagadnienia
brzegowe, patrz pktl.5. W rozpatrywanych zadaniach bedziemy stosowali warunek
Dirichleta, gdy na powierzchni I', ograniczajacej ciato, zadana jest temperatura

0(x)=2 (x) (2.3)

oraz warunek Neumanna, gdy na powierzchni ograniczajacej cialo znany jest gradient
temperatury (lub strumien ciepta)

gradd (x)=h, (x) . (2.4)



W przypadku nieustalonego, bezzrodtowego przeptywu ciepla mamy nastepujace
rownanie lokalne:

pc,0 = div(Agradd), (2.5)
gdzie: p— gestos¢, ¢, — cieplo wihasciwe. Jezeli A =const, to (2.5) upraszcza si¢ do

nastepujacego rownania;

0=xV0, k=t (2.6)
oc,

Réwnanie rézniczkowe (2.6) jest réwnaniem parabolicznym [18]. W celu poprawnego
postawienia zagadnienia musimy zada¢ warunek poczatkowy, warunki brzegowe oraz
warunki ciaglosci.

W warunkach brzegowych stosujemy takze prawo Stefana-Boltzmana o promieniowaniu
ciala doskonale czarnego,

g=q-n=e(0,' —06%), (2.7)

gdzie: 6, jest temperatura otaczajacego osrodka,d jest temperatura na brzegu, n jest

wektorem normalnym do brzegu, za$ e jest wspolczynnikiem promieniowania. Wspotczynnik
promieniowania e wyraza si¢ wzorem
e =ke, (2.8)

gdzie kjest stalg Boltzmana (5.669x10 [W/ m’K* ]), za$ € to emisyjnos¢ powierzchni.
W punktach 3 i 4 stosujemy takze konwekcyjny warunek brzegowy z prawem Newtona,

g=a(0,-0), (2.9)

gdzie « oznacza wspolczynnik przejmowania ciepla.

3. Przyklady rozwigzan numerycznych — ustalony przeplyw ciepla

3.1. Naroznik Sciany warstwowej z warunkami brzegowymi Dirichleta i Neumanna

Rozpatrujemy naroznik $ciany warstwowej o wymiarach jak na rys.3.1. Sciana sktada sie
z cegly dziurawki i betonu komdrkowego. 1zolacje przegrody stanowi warstwa styropianu.

t, B

q=0
t,
t B o o murzcegly dziurawki,
w / A=0.62 [W/(m K)], o grubo$ci 12 cm
_ _styropian, A=0.043 [W/(m K)],
t o grubosci 6 cm
w
R mur z betonu komérkowego,
A A=0.25 [W/(m K)], o grubosci 12 cm

q=0
Rysunek 3.1. Naroznik $ciany warstwowej



Analizujemy ustalony przeptyw ciepta (2.2). Przyjmujemy warunki brzegowe Dirichleta
(2.3) na powierzchni wewnetrznej 1 zewnetrznej $ciany, zaktadajac odpowiednio temperature
t, = 20[" C] 11 = —20[" C]. Dodatkowo wykorzystujemy zerowy warunek Neumanna (2.4)
na odpowiednich brzegach, patrz rys.3.1. Warunek ten jest warunkiem symetrii i oznacza, ze
rozwigzujemy zamknietg, kwadratowg przegrode (na rysunku przedstawiono jej ¢wiartke).
Zadanie rozwigzano wykorzystujac pakiet PDE MATLAB [18]. Zdefiniowano obszary
o roznych wtasnosciach materiatowych, a nastepnie podzielono je na trojkatne, liniowe
elementy skonczone stosujac automatyczny generator siatki podziatu.

Contour: T min 0.039341E2 [W/m?]
Contour: abs(q) Vector field: -grad(T)
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Rysunek 3.4. Gradient temperatury i wykresy Rysunek 3.5. Strumien ciepla i izotermy
warstwicowe normy strumienia w przegrodzie z mostkiem
ciepla termicznym

Na wykresie izoterm (rys.3.2) wida¢ znaczne zageszczenie warstwic W obszarze
styropianu. Jest to spowodowane lepszymi wlasnosciami izolacyjnymi tego materiatu



w porownaniu z innymi materiatami, z ktorych ztozona jest przegroda. Na wykresie (rys.3.3)
normy strumienia ciepta (|q|=+a.q, [q|=+q9, dla i=12) mozna zaobserwowaé

koncentracje w ostrych narozach (stosujac MES nie mozna jednoznacznie wyznaczy¢
gradientu temperatury w  wklestych narozach). Aby wyeliminowa¢ osobliwos¢
w prezentowanym przykladzie wykonano wyokraglenie ostrych narozy (promien
wyokraglenia r=6 [cm]), rys.3.4. W tym zadaniu obszar zamodelowano przy wykorzystaniu
21632 lintowych elementow trojkatnych o 11025 weztow.

3.2. Naroznik Sciany warstwowej z mostkiem termicznym oraz warunkami brzegowymi
Dirichleta i Neumanna

W narozniku $ciany warstwowej (pkt.3.1) przerwano izolacje termiczng ze styropianu na
dtugosci 6 [cm], rys.3.5. Maksymalna warto$¢ strumienia w szczelinie to okolo 95 [W/mﬂ

czyli znacznie wigcej niz w narozniku z ciggla izolacjg (por. rys. 3.3).

Zadanie o identycznych danych geometrycznych i materiatowych jak w pkt.3.1
rozwigzano programem ABAQUS/Standard [1,2] z warunkami brzegowymi (2.7) i (2.9).
Obszar zamodelowano wykorzystujac 1560 elementéw czteroweztowych typu DC2D4. W
przykladzie tym na wewnetrznych powierzchniach naroznika zadano konwekcyjne warunki
brzegowe (2.9), za$ na powierzchniach zewnetrznych przyjeto warunki brzegowe opisujace
wypromieniowywanie ciepta (2.7). Zadajac warunki brzegowe na promieniowanie
wykorzystano opcje *RADIATE, dostepng standardowo w programie. Konwekcyjne warunki
brzegowe zadano korzystajac z opcji *FILM. Analizujemy ustalony przeptyw ciepla,

zakladajac: temperature powietrza (osrodka) wewnetrznego ¢, =20[°C| 1 wspolczynnik
przegmowania ciepta « =8.1 [W/(mzK)], za§ temperatur¢ powietrza zewnetrznego
t :—20["C] oraz wspdtczynnik emisyjnosci € =0.91. Podobnie jak w poprzednich
zadaniach wykorzystujemy zerowy warunek Neumanna na odpowiednich brzegach.

a) 1.80+001, b) 3.65+001,

-1.8
1.56+001]

3.43+001

1.31+001) 3.21+001|

1.07+001) 2.99+001|

8.21+000] 2.77+001,

5.76+000) 2.55+001|
3.31+000| 2.33+001
8.57-001, 2.11+001
-1.59+000) 1.89+001|

-4.04+000| 1.66+001|

-6.49+000) 144001
-8.94+000} 1.22+001

-1.14+001| 1.00+001|
W X

-1.38+001| 7.83+000]

-1.63+001 563000

Rysunek 3.6. Wykresy warstwicowe: a) temperatury (w [°C ]), b) normy strumienia ciepla ([ W/m? ])

Wyniki pokazano na rys.3.6-3.8. Na rys.3.6a i b zamieszczono odpowiednio wykresy
warstwicowe temperatury i normy wektora strumienia ciepta. Rys.3.7-3.8 dotycza wykreséw
w przekrojach zdefiniowanych na rys.3.1b. Na przyktad na rys.3.8 wida¢, ze temperatura
w poszczegdlnych warstwach nie zmienia si¢ liniowo. Efekt ten jest spowodowany
osobliwo$ciami w ostrych narozach, por. [27].
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Rysunek 3.7. Wykres rozkladu a) temperatury (w [°C]), b) normy strumienia ciepla ([ W/m?*]),
w przekroju A-A $ciany (patrz rys.3.1)
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Rysunek 3.8. Wykresy rozkladu: a) temperatury (w [ °C ]), b) normy strumienia ciepta ([ W/m?]),

w przekroju B-B (patrz rys.3.1)

4. Przyklady rozwigzan numerycznych — nieustalony przeplyw ciepla

4.1. Naroznik $ciany warstwowej

Dla naroznika jak na rys.4.1, z warunkami symetrii na odpowiednich brzegach (tzn.
q=0[W/m?]), stan poczatkowy jest taki, ze caly obszar ma ustalong temperature 20[°C]
(w konsekwencji na powierzchniach wewngtrznej

6, =20[°C]

i

powierzchni $ciany spada lintowo do 6. =0[’C].

1 zewnetrznej mamy temperature
6.=20[°C]). W ciagu jednej godziny temperatura na zewngtrznej

Tablica 4.1. Parametry fizyczne wybranych materialoéw budowlanych [15]

Materiat Gestose Ciepto whasciwe Wspdt. przew. ciepta
[kg/m] [k (kg K)] [W/mK)]
Cegta dziurawka 1400 0.88 0.620
Styropian 30 1.46 0.043
Gazobeton 700 0.84 0.250




q=0
6.
0 eo——emur z cegly dziurawki, A=0.62 [W/(m K)], grubo$é 12 cm
w
) ° o styropian, A=0.043 [W/(m K)], grubo$¢ 6 cm
Wi

A ° e mur z betonu komérkowego, A=0.25 [W/(m K)], o grubo$é 12 em
a =0

Rysunek 4.1. Schemat naroznika $ciany warstwowej

a)

Rysunek 4.2. Wykresy warstwicowe temperatury w kolejnych, wybranych chwilach czasu:
a) t=11300 [s], b) t=80400 [s]
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Rysunek 4.3. Wykres temperatury w przekroju A-A: a) po czasie t=11300 [s], b) po czasie t=80400 [s]

Analiza jest prowadzona do osiggnigcia stanu réwnowagi cieplnej w uktadzie. Okazuje
sig, w tym zadaniu, ze proces jest bardzo wolny, por. rys. 4.2 i 4.3. Nawet jezeli zmiana

temperatury w przedziale czasu 100 [s] bedzie mniejsza niz 0.001 [°C] to stan uktadu nie jest
stanem rownowagi. Ustalony stan uktadu otrzymano po uptywie 80400 [s] gdy przyrost
temperatury w przedziale czasu 100 [s] jest mniejszy od 0.00001 [°C]. Wykres warstwicowy
temperatury w przypadku stanu rownowagowego zamieszczono na rys. 4.2b

4.2. Polgczenie Sciany zewnetrznej ze Sciankg dzialowg

W analizowanym zadaniu zamodelowano uktad, w ktérym mamy dwie przegrody:
zewnetrzng 1 wewnetrzng. Termiczne warunki brzegowe opisuja sytuacje, w ktorej jedno
z pomieszczen przestaje by¢ ogrzewane a oddzielajaca je $cianka nie posiada izolacji
termicznej. Zadanie policzono w dwoch krokach. W pierwszym kroku analizujemy ustalony



przeptyw ciepla z konwekcyjnymi warunkami brzegowymi, zaktadajac temperature powietrza
wewnetrznego odpowiednio 6, =20["C] i 6, =20["C], por. rys.4.4. Wspotczynnik
przejmowania ciepta dla powierzchni wewnetrznych $cian przyjeto o =8.1[W/(m’K)].
Z kolei temperature powietrza zewnetrznego przyjeto €. =—20[°C], a wspdtczynnik
przejmowania ciepta  a=23.1[W/(m’K)]. W drugim kroku (dla ktérego danymi
wejsciowymi sg wyniki z kroku pierwszego), w czasie ¢ =3600[s] zmniejszono temperature
6,, do wartosci zerowej. Dalej obliczenia sa prowadzone do momentu osiagnigcia stanu

réwnowagi, przy stalych w czasie warunkach brzegowych, por. rys.4.5.

0.

q=0 N a=0

e mur z cegly dziurawki,
A=0.62 [W/(m K)], o grubosci 12 cm

wp N styropian, A=0.043 [W/(m K)],
o grubosci 6 cm

mur z betonu komérkowego,
~ A=0.25 [W/(m K)], o grubosci 12 cm

wp

20°C

0,

3600[s]

q=0
Rysunek 4.4. Potaczenia $ciany zewnetrznej ze $cianka dzialowg oraz wykres zmian tempe-
ratury 0, w funkcji czasu

o b)

-

200
1714
e
122
asi-
as:

==

[l

160+000,
925001
54

354000

00+001

Rysunek 4.5. Wykres warstwicowy tg;‘nperatury: a) dla kroku pierwszego tj. ustalonego S;‘ze-
plywu ciepta, b) po osiagnieciu stanu rownowagi w kroku drugim(t=70000 [s])

5. Whnioski

W budownictwie z reguly mamy do czynienia w zagadnieniu przeplywu ciepta
z podobszarami ciata o zadanych statych wartosciach wspolczynnika przewodzenia ciepta, tak
jak w przegrodach warstwowych. Zestawienie warto$ci wspotczynnikow przewodzenia ciepta
dla materiatow budowlanych mozna znalez¢ migdzy innymi w normie ,,Ochrona cieplna
budynkéw”, por. takze [3,7]. Wartosci te zawarte sa w przedziale od 0.03 (pianka



poliuretanowa) do 57.0 (stal konstrukcyjna), w jednostkach [W/m"K]. Wspotezynnik A4

w przypadku materiatow porowatych (gabek, pianek) zalezny jest od porowatosci (lub
gestosci pozornej) rozpatrywanego materiatlu. Niska warto$¢ wspolczynnika przewodzenia
ciepta prowadzi w konsekwencji np. do zmniejszenia strat ciepta przeplywajacego przez
sciane budynku. Dla danego materialu wspolczynnik przewodzenia ciepta jest funkcja
temperatury (niezalezno$¢ A od temperatury nalezy traktowac jako przyblizenie, ktore jest
racjonalne w przypadku gdy przedzialy rozpatrywanych temperatur nie s3 duze) i co jest
istotnie wazne w budownictwie jest zalezny od wilgotnosci materiatu (w konsekwencji nalezy
rozpatrywac zagadnienie sprzgzone przeptywu ciepta 1 dyfuzji), na co wskazuja elementarne
doswiadczenia. W przypadku gdy nie analizujemy zagadnienia sprzezonego z dyfuzja nalezy
wilgotnos¢ materiatu (podobnie jak porowatos¢) uwzgledni¢ w prawie Fouriera jako parametr
(a nie jako zmienng). Rownania podane w pkt.2 opisuja taka sytuacje, poniewaz
A(x)= A(p,w), gdzie p=p(x),w=w(x) to odpowiednio zadane pola porowatosci
i wilgotnosci wzglednej. Zadanie jest ztozone zarowno ze wzgledu na ksztalt przegrody, jej
niejednorodnos¢ jak 1 warunki brzegowe. W artykule pokazano, ze w tego typu zagadnieniach
mozna zastosowa¢ MES, na przyktad program PDE MATLAB (zagadnienia dwuwymiarowe)
i ABAQUS/Standard (zagadnienia dwuwymiarowe i przestrzenne). Nalezy podkresli¢, ze
jezeli warunki brzegowe sa typu (2.7) 1 (2.9) to zadanie jest nieliniowe.

Ostatnio waznym zagadnieniem jest idea tzw. ‘dynamicznych izolacji’, w ktorych
wykorzystuje si¢ strumien powietrza do odzyskania czesci ciepla przenikajgcego przez
przegrode budowlang na zewnatrz. Zastosowanie przegrod z izolacja dynamiczng umozliwia
uzyskanie znacznych oszczednosci ciepla (nie powodujac istotnego wzrostu kosztéw
inwestycji) w poréwnaniu do rozwigzan klasycznych. Dynamiczna izolacja okresla takie
struktury warstw w przegrodach budowlanych, ktore sa omywane strumieniem ciepta
(izolacje parietodynamiczne) albo jesli sa to materialy porowate, to mozliwe jest
przepuszczanie powietrza przez warstwy (izolacje permeodynamiczne). Wykorzystuje si¢
zjawisko przewodzenia ciepta przez szkielet izolacji porowatej oraz konwekcyjng wymiang
ciepta wskutek przeptywu powietrza przez otwarte pory. Zagadnienia tego typu prowadza do
zadania nieustalonego przeptywu ciepta, por. [8], oraz w ogdlnosci wymagaja zastosowan
programow do obliczen numerycznych. Zadanie jest ztozone zarowno ze wzgledu na ksztatt
przegrody, jej niejednorodno$¢ jak i warunki poczatkowe oraz brzegowe. W niniejszym
rozdziale pokazano, ze w tego typu zagadnieniach mozna zastosowa¢ MES 1 program
ABAQUS/Standard [1,2].
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