Rozdzial V Niejednorodne, nieliniowe materialy

transwersalnie izotropowe i ich
iImplementacja MES

Stanistaw JEMIOL.O, Marcin GAJEWSKI

1. Uwagi wstepne

W klasie anizotropowych relacji konstytutywnych materiatow nieliniowo-sprezystych
teorii matych odksztatcen (TMO), bardzo waznym typem ich symetrii wzgledem
transformacji ortogonalnych jest transwersalna izotropia (TRI), por. [3,6] 1 literatur¢ tam
cytowang. Sposrod pigciu podgrup symetrii transwersalnej izotropii, teoretycznie mozliwych
W zagadnieniach kontinuum materialnego, relacje nieliniowe sprezystosci TMO ,,wyr6zniajg”
tylko dwie [6], ktore w kwadratowej aproksymacji funkcji jednostkowej energii sprezystosci,
sprowadzajg si¢ do tego samego typu symetrii zewnetrznych tensorow Hooke’a [4,6]. Zwykle
méwimy wtedy, ze mamy pi¢¢ niezaleznych statych sprezystosci w zwigzku Hooke’a. Ten
rodzaj anizotropii materiatu mamy np. w kompozytach o izotropowej matrycy zbrojonej jedna
rodzing rownolegtych wtokien 1 krysztatach uktadu heksagonalnego.

W aplikacjach liniowej teorii sprezystosci od lat 50. ubieglego wieku, np. w mechanice
skal 1 gruntéw oraz w mechanice kompozytow, czesto wystepuja zagadnienia brzegowe
z uwzglednieniem tzw. ,,niejednorodnosci ciagglych” analizowanego ciala Q. Tego typu
niejednorodno$¢ w ciele ,,z materiatem TRI” wystepuje wtedy gdy ulega zmianie kierunek
wyr6zniony lub funkcyjnie zmienia si¢ np. warto§¢ modutéw Younga.

Nalezy zaznaczy¢, ze podstawowe, lokalne rownania TMO (czyli teorii nie
uwzgledniajacej zmian konfiguracji zdeformowanego ciata), tzn. rdwnania roéwnowagi,
zwigzki kinematyczne 1 relacje konstytutywne (RK) sg zdefiniowane dla kazdej czastki ciala
X € Q. Wobec tego RK musza by¢ niezmiennicze wzgledem transformacji ortogonalnych, co
wynika z zasady obiektywnosci. Konsekwencja tego jest konieczno$¢ uwzglednienia w RK
tzw. tensorow struktury rozpatrywanego materialu i jego niejednorodnos$ci. Zadanie (np.
statyki) nieliniowej sprezystosci jest poprawnie sformutowane jezeli rownania lokalne sg
uzupehlione odpowiednimi warunkami brzegowymi. W celu rozwigzania zadan nieliniowe]
sprezystosci TMO najczgsciej stosuje si¢ metode elementow skonczonych (MES) 1 tzw.
przyrostowe relacje konstytutywne. Celem pracy jest wyprowadzenie tego typu zwiazkoéw
w przypadku niejednorodnych, nieliniowych materiatbw TRI oraz ich implementacja
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w programiec MES ABAQUS [1,2]. Pokazane zostang takze proste przyktady testowe
ilustrujagce omawiane zagadnienia.

2. Jednostkowa energia sprezystosci i relacje konstytutywne

Rozpatrujemy jednostkowa energie sprezystosci W jako funkcje tensora odksztatcenia ¢,
z dodatkowymi parametrami: tensorowym o postaci M =m® m, gdzie wersor m(x) jest
zgodny z kierunkiem wyréznionym materiatu oraz skalarnymi p,(x), n=1,...,N (symbol
,»®” oznacza iloczyn tensorowy). Grupa symetrii zewng¢trznych tensora M (por. [3,6]) jest
grupa symetrii materiatu transwersalnie izotropowego. Rozpatrywany material odpowiada
grupie symetrii D_,, por. [6] i jest tylko jednym z typoéw mozliwych materiatow
transwersalnie izotropowych.

W tej pracy grupe symetrii definiujemy nastgpujaco:

S =R e0@) M=QMQ" }, (2.)

gdzie operacja QMQ' oznacza obrét (albo obrét z odbiciem lustrzanym) tensora M.
Zauwazmy, ze ttM =1 oraz M' = MM'™* =M (gdzie i =1,...,N, ,tr” - operacja $ladu, , T”
oznacza transpozycje tensora, AB jest prostym nasunigciem tensorow A i B).

Uwzglednienie w zbiorze parametréow funkcji W pola tensorowego M(X) i pol
skalarnych pn(x) nie zmienia rozpatrywanej grupy symetrii 1 jest zgodne z zasada
obiektywno$ci teorii matych odksztalcen, w ktorej nie rozroznia si¢ konfiguracji
odksztalconego ciata. Wobec tego funkcja W spetnia ponizsze warunki:

W(g,M, p,)=W(QeQ",M,p,) VQeS,, (2.2)

W(e M, p,)=W(QeQ",QMQ",p,) vQeO(3). (2.3)

Z wymagan (2.2) i (2.3) oraz twierdzen o reprezentacji skalarnej transwersalnie
izotropowej funkcji tensorowej [3,6] wynika, ze funkcja W jest zalezna tylko od pigciu
transwersalnie izotropowych niezmiennikow tensora & oraz parametrow skalarnych r.
Zaleznos$¢ I\/I(X) mozemy interpretowac jako niejednorodno$¢ ciala, wynikajaca z réznych
orientacji wiokien materialu wzgledem wybranego uktadu odniesienia, zgodng z zadanym
polem wektorowym m(X), za$ jedna z funkcji p, (X) moze np. uwzglednia¢ niejednorodnosé

ciatla wynikajaca z réznej zawarto$ci widkien materialu w stosunku do ,,materialu matrycy”
(np. stosunek objetosci wtokien do objetosci matrycy dla wybranej reprezentatywnej objetosci
ciata). Nalezy zaznaczy¢, ze ,prawidlowe” zdefiniowanie (okres$lenie) pojecia
reprezentatywnej objetosci ciata nie wynika z teorii mechaniki osrodkow ciggtych lecz
obserwacji mikrostruktury ciata.

Poniewaz baza wielomianowa niezmiennikoOw anizotropowej funkcji skalarnej zaleznej
od symetrycznego tensora drugiego rzedu jest jednoczes$nie baza funkcyjna (por. [6]), to
W ogdlnosci funkcja W(s, M, pn) ma postac:

W(e,M,p,)=W"(I,,p,) i=1...5, (2.4)
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gdzie zbior niezmiennikow {I i } mozna wybra¢ nastepujaco:
I, =tre, 1, =trg?, I, =trg?, I, =treM, | =tre’M. (2.5)

Niezmienniki te tworzg nieredukowalne bazy wielomianowe transwersalnie izotropowe;]
funkcji jednostkowej energii sprezystosci. W (2.5) zastosowano uproszczona notacjg, tzn.
trAB = tr(AB).

W przypadku sprezystosci zaktadamy, ze funkcja W™ jest funkcja wypukla wzgledem
tensora odksztalcenia oraz spelnia zalozenia stanu naturalnego. Ogodlng postaé relacji
konstytutywnej spr¢zystosci niejednorodnych materialdéw transwersalnie izotropowych,
definiujemy nastepujaco:

_ oW (15, p,)
os .

£=¢

c (2.6)

3. Operator czwartego rzedu w zwigzkach przyrostowych

W zadaniach dynamiki pola wektora przemieszczenia i tensoro6w odksztalcenia oraz
naprezenia sg zalezne od X i czasu t. Wobec tego pochodna po czasie funkcji jednostkowej
energii sprezystosci jest nastgpujaca:

8\N tri . 0W tri i 6W tri . aW tri . 6W tri .
I, + I, + I, + I, + I
ol, al, ol ol, ol 3.1)
=W, T W, T, WG T, W, W

Wtri —

tri

We wzorze (3.1) wprowadzono oznaczenia p =W,", itp. W (3.1) nalezy pamictaé, ze
2

pola M(x) i p, (X) nie sg zalezne od czasu. Poniewaz:

ozn

arg =ng"’ arsM =Meg+eM =M, (3.2)

M. otre’M
T 88

SZET

gdzie | jest tensorem jednostkowym drugiego rzg¢du, to rownanie (3.1) przeksztalcimy do
postaci:

W = (Wl”i I +2W," e +3W,"e* +W,"M +W5‘”1\7I) £. (3.3)
Wiyrazenie w nawiasie okresla wiec stan naprezenia (gdyz W™ = 6.¢):
o =W," T+ 2W,"g +3W,"&* +W,"M +W,"M , (3.4)
Rozniczkujac po czasie (3.4) otrzymamy:
6 =W, "I+ 2W,"g + 2W,"& + 3W,"” + BW,"e& + W, M +W"M +W," (Mé + M) . (3.5)
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W celu okreslenia tensora czwartego rzedu, po prawej stronie rownania (3.5) nalezy wylaczy¢
. Iy . . . ; . ] . tri tri . . .
wielko$¢ &. Korzystajac z przemiennosci rozniczkowania (W, ' :Wji' )) 1 pamigtajac
0 symetrii tensora odksztalcenia oraz tensora parametrycznego, wzoér (3.5) mozna zapisac

W postaci:

6 =W T®T+2W,) (e ®T+1®2)+3W, (e @T+1®% )+
Wi (M@I+1®OM)+ Wi (M®1+1®M)+
+2W," 1+
+ AW e @+ BW,5 (s@sz +g’ ®s)+2W2‘;i (M®e+e®@M)+
+2W,0 (M ®a+s®1\7l)+ (3.6)
+IW'e’ @ + W, (£ @M +M®¢’ )+ Wy (£ OM + M ®¢” )+
+3W," (e01+10¢)
+WIM @ M+ W, (M ®M+M ®M)+W;g‘|\7| ®M +
+ W™ (MOI+10M)] 2.

Warto podkresli¢, ze jest to najogolniejsza posta¢ przyrostowej relacji konstytutywnej
transwersalnej izotropii. Relacja ta jest nieliniowa i obowiazuje w przypadku gdy funkcja
W™ jest dwukrotnie rézniczkowalna wzgledem niezmiennikow bazy. W (3.6) 1 jest
jednostkowym tensorem czwartego rzgdu (o symetriach wewngtrznych tensorow Hooke’a),
W bazach ortonormalnych, sktadowe tensora czwartego rzgdu AOB obliczamy nastepujaco:
AyB; . Nalezy zaznaczy¢, ze w zadaniu statyki t nie jest czasem tylko dowolnym

parametrem skalarnym.

4. Uwagi o implementacji w programie ABAQUS

Nieliniowy materiat transwersalnie izotropowy z relacjg przyrostowa typu (3.6) nie jest
dostepny w zadnym ze znanych autorom programie MES. Wobec tego relacja konstytutywna
(3.6) zostata zaimplementowana w najogolniejszej postaci w ramach procedury uzytkownika
UMAT programu ABAQUS/Standard. W celu jej wykorzystania w konkretnym przypadku,
konieczne jest zdefiniowanie (w jezyku FORTRAN) pochodnych funkcji JES oraz funkcji
M(x) i pn(x). Zwiazki (3.6) dotycza zagadnien 3D, ale moga by¢ takze stosowane
w zadaniach  ptaskiego stanu odksztatcenia (PSO). Poniewaz program MES
ABAQUS/Standard zostal napisany gtownie z mys$la o badaniu 1 poszukiwaniu rozwigzan
zagadnien geometrycznie i fizycznie nieliniowych mechaniki kontinuum, to w danych zadania
nie uwzgledniamy opcji  NLGEOM, gdyz wtedy obliczenia dotyczg teorii matych
odksztatcen. Liniowy material transwersalnie izotropowy jest standardowo dostgpny
w programie ABAQUS [1,2], poprzez opcje ELASTIC, TYPE=ANISOTROPIC i podanie
reprezentacji macierzowej tensora sztywnosci czwartego rzedu w notacji Voigta. W ramach
ogolnych relacji konstytutywnych ~ materialtow  transwersalnie izotropowych
zaprezentowanych w poprzednim punkcie, miesci si¢ wiele modeli materialow, w tym takze

76



modele niejednorodnych, izotropowych materiatow nieliniowo-sprezystych (wtedy w (2.4)
nie wystepuja niezmienniki I, i I, czyli w (3.6) pomijamy wyrazy zalezne od M).
Szczegdtowa analiza wszystkich mozliwosci wynikajacych z ogolnej relacji (3.6) nie jest
celem niniejszego artykutu i bedzie przedmiotem dalszych prac. Jezeli operator czwartego
rzgdu w (3.6) jest dodatnio okre§lonym tensorem czwartego rzedu i nie jest zalezny od €, to
otrzymujemy z (3.6) relacje konstytutywne niejednorodnych, liniowo-sprezystych
materiatow transwersalnie izotropowych. Jednym z przyktadow tego typu materiatow moze
by¢ prezentowany w pracy [5] (patrz takze rozdziat III) model materialu kompozytowego
W postaci izotropowej matrycy zbrojonej wioknami, w ktorym funkcja (2.4) jest nastgpujaca:

Wtri(ll’ IZ, |4):(1_ p)(%ﬂllz—l_/ulzj-}— p%Ezlj :(l— p)(%i(trs)z—}—ﬂtrszj‘}'% pEZ (trSM)Z, (4.1)

gdzie dane jest pole M(X), a p(x) oznacza udzial objetosciowy wiokien. W (4.1), E, jest

modulem Younga zbrojenia, zas u= E I A=2 ,uL, sq statymi spregzystosci
2(1+v) 1-2v
matrycy. Z (3.6) i (4.1) wynika, ze
6=[(1- p)(AM®I+241)+ PEMOM | £. (4.2)

W przypadku ptaskiego stanu naprezenia (PSN), zamiast (4.2) mamy:

é:{(l— p)( 2ul i®i+2,ui}+ pEZM®M}.§, (4.3)
2u+A

gdzie 6, &, M i | sg ,plaskimi” tensorami drugiego rzedu. Dodatkowa sktadowa stanu
odksztatcenia, prostopadta do plaszczyzny wyznaczonej przez wersor n (wersor n jest
prostopadty do plaszczyzny PSN), wyraza si¢ nastepujagcym wzorem:

E=— 4 tré:—Ltré, (4.4)
2u+A 1-v

ktory jest analogiczny jak w przypadku materiatu izotropowego.

5. Przyklady testowe

Przyktady testow numerycznych, ktére zamieszczamy w tym punkcie, ilustrujg wybrane
zadania brzegowe statyki z uwzglednieniem opisu materialdw niejednorodnych o przyro-
stowych relacjach konstytutywnych (4.2) (czyli zagadnien 3D i PSO) oraz (4.3-4.4) (w przy-
padku PSN). Sa to takze propozycje stosunkowo prostych zadan testowych MES i zapro-
gramowanej procedury UMAT. Ze wzgledu na ograniczong objgtos¢ artykutu prezentujemy
tu tylko mata cze$¢ uzyskanych wynikoéw. Rozpatrujemy testy numeryczne dla tarcz PSO
i PSN, w ktorych niejednorodno$¢ materiatu transwersalnie izotropowego wynika z wyste-

powania w kompozycie roznej orientacji wtokien, czyli zadanego pola I\7I()?) 1 réznego
udziatlu objetosciowego widkien p(f()
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Zbrojone tarcze kolowe
W przypadku tarcz kotowych, w ktérych wersor m(f() jest zgodny z e, albo e, (czyli

wersorami lokalnej bazy fizycznej ukladu biegunowego) i1 przy warunkach brzegowych
niezaleznych od kata ¢, mamy zadania o symetrii kotowej. Latwo w tym przypadku znalez¢
rozwigzanie analityczne zadania we wspotrzednych biegunowych (a pdzniej stosujgc zamiang
zmiennych i reguty transformacji tensorow otrzymac rozwigzania w uktadzie kartezjanskim).
Rozwigzanie wymienionych zadan w przemieszczeniach sprowadza si¢ do badania rownania
rozniczkowego typu Eulera, por. [7], gdzie rozwigzane jest zadanie o tzw. symetrii
cylindrycznej. W celu skupienia uwagi rozpatrujemy zadanie tarczy kotowej o promieniu R
(z otworem o promieniu aR ) i nastgpujacych warunkach brzegowych:

o,(aR)=0, o,(R)=—q. (5.1)

Zaktadamy, ze sity masowe sg zerowe i rozwigzujemy zadanie w czterech podstawowych
przypadkach, tzn. PSO albo PSN oraz m =€, albo M =¢,. W testach MES rozwigzujemy te
zadania w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, wg schematu zamieszczonego na rys.5.1

(pola wektorow m nalezy zapisaé w kartezjanskim ukladzie wspdirzednych, por. takze
nastepny przyklad z rozciggang tarcza kwadratowa z otworem kotowym). Na przyktad,

w zadaniu ze zbrojeniem promieniowym: m=e_ =cos¢b, +singb, (b, i b, sa wersorami
uktadu kartezjanskiego), czyli zadane jest pole:

1 . 1 x?2
Tyz(xb1+yb2) = M(x,y)—>x2+y2{Xy ;q (5.2)

m(x,y)=

W konsekwencji tensor sztywnosci jest zalezny od zmiennych przestrzennych X 1 y , €O
wynika z (4.3) 1 (5.2).

Takze kazde z wymienionych zadan rozwigzujemy analitycznie w biegunowym ukladzie
wspotrzednych, metoda przemieszczeniowa, ktora (po uwzglednieniu zaleznosci
kinematycznych: ¢, =du, /dr i g, =u,/r, w (4.2) albo (4.3) i po ich podstawieniu do
réwnania rownowagi) prowadzi do jednorodnego réwnania rozniczkowego na funkcje U, (r)
0 postaci:

2 2
leerrldur_(Ej u =0, a>0, (5.3)
dr r dr r

ktorego rozwigzanie jest nastepujace:
u,(r)=Cr?+Cyr®. (5.4)

Wzér na parametr a zalezy od rozpatrywanego zadnia i na przyklad w zadaniach PSN
WYNOSi:
_y2
/1+”pl— b-v?) dla m=e, albo a:% da m=e, .  (55)
—-P
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State C, i C,, po zastosowaniu odpowiednich wzoréw na skladowe stanu naprezenia,
obliczmy z (5.1), otrzymujac w PSN:

a-v ova q@-p+np) R
C, = R"C, , C,=—-—= : 5.6
1 a+v(a )°c, 2 E (@a-v) R” “(aRP" (5.6)

Nie podajemy tu wszystkich, niezbednych do wykonania pelnego pordwnania z rozwigzaniem
MES, wzoréw na skladowe stanu napr¢zenia i odksztalcenia, poniewaz znajdujemy je
w standardowy sposob (co takze dotyczy wynikéw w ukladzie kartezjanskim). Nie
zamieszczamy takze w tym rozdziale szczegélowej analizy wynikow i wykresow, ktore
wynikaja z rozwigzania analitycznego 1 numerycznego.

T2, y

Rysunek 5.1. Schemat zadania MES (tarcza PSN
albo PSO). Widkna zbrojenia utozone sa
pierscieniowo albo obwodowo

S, Mises

S, Mises
(Ave. Crit.: 75%)
+2.835e+00
+2.674e+00
+2.513e+00
+2.352e+00
+2.191e+00
+2.031e+00
+1.870e+00
+1.709e+00
+1.548e+00
+1.388e+00
+1.227e+00

+1.066e+00
.054e-01

) ‘: b)

Rysunek 5.2. Wykresy warstwicowe intensywnosci naprezen (napr¢zen zastepczych Hubera-
Misesa) uzyskane dla Il siatki MES w przypadku PSN, przy zbrojeniu: a)
pier§cieniowym, b) promieniowym. Wyniki przeskalowane sa przez ( iwykonane

dla r/R. Pozostate dane sg nastgpujgce: E =2.6u (wyniki w naprezeniach nie sg
zalezneod E), v=0.3, a =0.1, n=10, p =0.1. Btad w stosunku do rozwigzania
analitycznego jest mniejszy niz 1%

W testach MES stosowano siatki I 1 II, zlozone ze 100 oraz 1000 elementéw
skonczonych (10 albo 1000 elementoéw promieniowo, elementy typu CPS4 albo CPE4).
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Doktadno$¢ uzyskanych wynikow w przemieszczeniach wynosi w przypadkach 1 1 II,
odpowiednio ok. 0.1% i 0.01%. Btad w sktadowych stanu napre¢zenia i odksztalcenia,
w przypadku siatki II, nie przekracza ok. 1%. Nalezy zaznaczy¢, ze w rozwigzaniu MES
otrzymujemy uporzadkowane naprezenia i odksztalcenia gtowne, natomiast w rozwigzaniu
analitycznym we wspotrzednych biegunowych (w zalezno$ci od przyjetych parametrow
materiatowych i danych zadania) mamy wielko$ci nieuporzagdkowane. Bardzo latwa jest
natomiast interpretacja rozwigzania MES dotyczaca intensywnos$ci odksztalcen i1 naprgzen
(patrz rys.5.2) i ich poréwnanie z rozwigzaniem analitycznym. Przyktadowe wykresy
warstwicowe zamieszczone sg na rys.5.2. Zauwazmy brak jakichkolwiek zaburzen wynikéw
numerycznych dla kotowych wykresow warstwicowych.

Badano takze rozwigzanie zadan w przypadku o =0, zaréwno analitycznie jak
I numerycznie (z siatkami MES I i II, uzupetnionymi elementami trojweztowymi CPS3 albo
CPE3, odpowiednio 0 110 i 10100 elementach, patrz rys.5.3a). Na przyktad w zadaniu ze
zbrojeniem promieniowym otrzymuje si¢ wtedy w S$rodku tarczy 1 z rozwigzania
analitycznego, nieskonczone ujemne wartosci napr¢zen promieniowych i obwodowych.
Oczywiscie tego typu wyniku rozwigzania MES, przy wymienionych typach elementéw
skonczonych, nie mozna otrzymaé i rozwigzanie jest zalezne od zastosowanej siatki MES
w matym podobszarze punktu O. Wobec tego wykonano takze testy numeryczne (ze
zbrojeniem promieniowym tarczy), przy zatozeniu dodatkowej niejednorodnosci materiatu,

o postaci: p=p(r)=p,-r, co oznacza, ze dla r —0 ,material nicjednorodny dazy do

materialu izotropowego o wlasnosciach takich samych jak wtasnos$ci matrycy”. Przyktadowe
wyniki MES dla réwnomiernie $ciskanej tarczy PSN zbrojonej promieniowo pokazano na

rys.5.3b. Przyjeto p,=0.1, przy pozostalych danych jak w opisie rys.5.2.
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Rysunek 5.3. Rownomiernie $ciskana tarcza kotowa PSN zbrojona promieniowo, o udziale
objetosciowym widkien wg wzoru (22): a) siatka MES (10100 elementow), b)
napr¢zenia gtowne skalowane przez ( 1 ich interpretacja. W zadaniu jednorodnej

tarczy izotropowej mamy: ¢, =G, =—q

Rozciaganie niejednorodnej, kwadratowej tarczy z otworem kolowym

Rozpatrujemy test MES, rozcigganej, niejednorodnej tarczy PSN wg schematu
zamieszczonego na rys.5.4. Niejednorodnos$¢ tarczy wynika z réznej orientacji kierunku
wyréznionego materiatu transwersalnie izotropowego wzgledem bokow tarczy, por. np. (18).
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Rozpatrujemy dwa zadania brzegowe, ktore maja symetri¢ prostokata wzgledem ptaskiej
grupy obrotow.

Rysunek 5.4. Geometria i schemat statyczny
W zadaniu MES oraz dwa warianty ultozenia
wiokien zbrojenia (promieniowo albo pierscie-
niowo) w tarczy kwadratowej o boku 4R z otwo-
rem o promieniu R . Na boku DF i AC zadane sg
zerowe  naprezeniowe — warunki  brzegowe,
natomiast na boku BF zadane sg przemieszczenia:

u, =d, u, =0. Pozostale dane s3 nast¢pujace:
E=26p,v=03, =01, 1=10, p=0.1

b)
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Rysunek 5.5. Deformacje siatki MES i minimalne naprezenia glowne, tarcza PSN: a) zbrojona
wioknami pierScieniowo, b) zbrojona wtoknami promieniowo, por. rys.5.4

Na rys.5.5 zamieszczone sg deformacje siatek MES dwoch analizowanych tarcz, ktore
zbrojone sg promieniowo albo pier§cieniowo (wzgledem kolowego otworu tarczy). W celu
lepszej wizualizacji wynikow przyjeto w warunkach brzegowych d = R (nalezy pamigtac, ze
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zadanie jest rozwigzane w ramach TMO). Pomimo zblizonych wartosci pola normy
przemieszczenia w tych dwdch zadaniach, wyraznie widoczny jest inny charakter deformacji
tarczy, patrz rys.5.5. Istotnie rozne sg w tych zadaniach wartosci pol naprezen i1 odksztalcen
glownych oraz ich wzajemna orientacja, co wynika zar6wno z anizotropii jak i niejedno-
rodnosci materiatu. Przykladowe wyniki pokazane sg na rys.5.5 i dotycza minimalnych
naprezen gtdéwnych.

6. Uwagi koncowe

W pracy zaproponowano sposéb implementacji numerycznej (tzw. procedur uzytkownika
UMAT, programu MES ABAQUS/Standard) relacji konstytutywnych nieliniowej teorii
sprezystosci matych odksztatcen, materialéw transwersalnie izotropowych o ciagtej i gtadkiej
niejednorodnosci. Rozpatrywana niejednorodno$¢ materialu wynika z wystepowania
skalarnych 1 tensorowych pdl parametrycznych, ktére oprocz znajomosci postaci funkcji
jednostkowej energii sprezystosci (ES), sa danymi zadania. Napisane procedury sg ogolne
I umozliwiaja stosunkowo tatwe ich zastosowanie dla dowolnej funkcji ES, dwukrotnie
rozniczkowalnej wzgledem pigcioelementowej bazy wielomianowej niezmiennikéw tensora
odksztalcen. Jezeli w funkcji ES nie wystepuje tensor parametryczny, to relacje
konstytutywne definiuja nieliniowy, niejednorodny material izotropowy o bazie ztozonej
Z trzech niezmiennikéw.

W pracy pokazano tylko stosunkowo proste testy numeryczne zaprogramowanej
procedury UMAT z relacjami konstytutywnymi transwersalnej izotropii, o interpretacji
materialdow i1zotropowych zbrojonych witdknami. Niejednorodno$¢ materiatu wynika wtedy
Z r0znej, zmieniajacej si¢ odpowiednio regularnie, orientacji wtokien zbrojenia 1 ich r6znego
udziatu objetosciowego w rozpatrywanym osrodku o izotropowej matrycy.
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Przedmowa do wydania I

Oddana do rak Czytelnikbw monografia dotyczy sprezystosci i hiper-
sprezystosci. Autorami poszczegoélnych rozdziatow sg pracownicy Zakladu
Wytrzymatosci Materiatdéw, Teorii Sprezystosci 1 Plastycznosei, Instytutu
Inzynierii Budowlanej Wydziatu Inzynierii Ladowej Politechniki Warszawskie;j.
Cztery pierwsze rozdziaty poswigcone sg liniowej teorii sprezystosci materiatow
izotropowych i anizotropowych. Pigty rozdzial dotyczy nieliniowej teorii
sprezystosci matych przemieszczen i odksztalcen materialéw transwersalnie
izotropowych. Kolejne rozdzialty od szostego do czternastego dotycza
hipersprezystosci i teorii duzych deformacji.

Zagadnienia prezentowane w monografii sg od wielu lat przedmiotem
zainteresowan naukowych pracownikow Zaktadu. Sg to zarowno zagadnienia
klasyczne, takie jak zagadnienie skrecania pretow pryzmatycznych, wyznaczania
trajektorii pol tensorowych naprezen i odksztalcen w tarczach oraz momentow
zginajacych w plytach, jak i implementacje numeryczne nieliniowych relacji
konstytutywnych sprezystosci w systemie metody elementow skonczonych
ABAQUS. Dalsze rozdziaty dotycza teorii hipersprezystosci, ktorej efektywne
zastosowania wigza si¢ z rozwojem metod numerycznych i mozliwosci
obliczeniowej komputeréw. Wedlug opinii autoréw podstawowq trudnoscig,
ktora jest niezalezna od rozwoju metod numerycznych, jest wybor adekwatnego
modelu materialu, okreslenie parametrow i funkcji materiatowych oraz ich
weryfikacja doswiadczalna. Wobec tego w monografii uwypuklone s3
zagadnienia dotyczace teorii relacji konstytutywnych hipersprezystosci.

Stanistaw Jemioto

Przedmowa do wydania II

W wydaniu drugim monografii dodano pig¢¢ rozdziatéw, trzy z nich dotycza
sprezystosci matych odksztalcen, natomiast dwa rozdziaty sg zwigzane z relacjami
konstytutywnymi hiperspr¢zysto$ci materialow anizotropowych.

Stanistaw Jemioto
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