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1. Wstep

Klasyfikowaniem zajmowano si¢ od zarania dziejow (por. [33]). W starozyt-
no$ci Hindusi dzielili ludzi na 6 klas (oznaczajac je nazwami zwierzat) ze wzgledu
na pte¢, warunki fizyczne i psychiczne. Arystoteles wprowadzit nowe klasyfikacje
w logice, etyce i polityce. Inne bardziej znane tego typu klasyfikacje to klasyfi-
kacja zwierzat i roslin opracowana przez Linnaeusa w XVIII w. czy klasyfikacja
pierwiastkéw chemicznych opracowana przez Mendelejewa w XIX w.

Na wigkszg skale zagadnienie klasyfikacji wykorzystano praktycznie, gdy za-
czgto stosowaé formalne procedury klasyfikacji. Pionierem w dziedzinie stosowa-
nia metod klasyfikacji byt Czekanowski [16], ktory zastosowal wlasng oryginalng
metode do klasyfikacji 13 czaszek ludzkich. Metoda ta jest zwana diagraficzng me-
toda Czekanowskiego. W 1951 r. powstata metoda taksonomii wroctawskiej [19].
Podstawowe algorytmy metod klasyfikacji powstaly w latach pigédziesiatych
1 szescdziesiatych XX w.

Wedlug najogolniejszej koncepcji klasyfikacja jest zbiorem klas odpowiednio
wyréznionym z klasyfikowanego zbioru obiektow. Oczywiscie takie okreslenie
klasyfikacji jest zbyt ogdlnikowe. Zawegzone sformutowanie zagadnienia klasyfika-
cji zbioru 4 o elementach 4; (i=1,2,...,n) naklasy P, P, ..., P, spelnia warun-
ki:

u
~ zupetnosci: UPS =4;
s=1
— rozlacznosci: PN Py =B (s, 8’ =1,2,...,u; s £5');

— niepustosci: Py = (s=1,2,...,u).
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Klasyfikacja spelniajaca te trzy podstawowe warunki jest najbardziej uzytecz-
na, a w zwiazku z tym najczgsciej wykorzystywana w badaniach marketingowych.
Nie beda rozwazane wigc takie metody klasyfikacji, ktore daja klasy rozmyte lub
nieroziaczne.

Gtéwnym celem klasyfikacji jest badanie podobienstwa lub odrebnosci obiek-
tow i ich zbioréw. Celem tym jest wigc podziat zbioru obiektéw na klasy zawiera-
jace obiekty podobne ze wzgledu na wartosci zmiennych.

W artykule scharakteryzowano problemy decyzyjne wymagajace rozstrzygnig-
cia w procesie klasyfikacji zbioru obiektow. Wyodrgbniono osiem etapéw procesu
klasyfikacji (por. [49, s. 342-343]):

1. Wybor obiektow do klasyfikacji.

2. Wyb6r zmiennych charakteryzujacych poszczegdlne obiekty.

3. Wyb6r formuty normalizacji wartosci zmiennych.

4. Wybo6r miary odleglosci.

5. Wybér metody klasyfikacji.

6. Ustalenie liczby klas.

7. Walidacja wynikéw klasyfikacji.

8. Opis (interpretacja) i profilowanie klas.

Na podstawie §wiatowej literatury przedmiotu zaprezentowano podejscia shi-
zace rozstrzygnieciu pojawiajacych si¢ probleméw decyzyjnych w procesie klasy-
fikacji zbioru obiektow.

2. Wybor obiektéow do klasyfikacji

Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, czy badaniem objac cala populacje, czy tylko
jej probke? Jesli zdecydowano si¢ na badanie probkowe (z takimi badaniami mamy
zazwyczaj do czynienia w analizach marketingowych), to nalezy okresli¢ elemen-
tarng jednostke badania, wybraé metode doboru proby i okresli¢ jej liczebnos¢.

W kazdym badaniu statystycznym, w tym réwniez w niewyczerpujacym bada-
niu wielowymiarowym, mozna przyjac jedno z dwéch podejsé. Naleza do nich po-
dej$cia stochastyczne i opisowe. W podejsciu stochastycznym zaklada sig, ze zbior
obserwacji (obiektow) stanowi probe losowa pochodzacg z populacji (populacja
moze by¢ zbiorem nieskoficzonym lub skonczonym, z reguty o duzej liczebnosci).
W podejsciu stochastycznym rozpatrywane zmienne sa losowe. Podejscie stocha-
styczne wolno przyjac przede wszystkim w przypadku badan eksperymentalnych,
tzn. gdy istnieje mozliwo$¢ powtérzenia badania w takich samych warunkach.
Wtedy zbior obserwacji moze by¢ traktowany jako proba losowa. W podejsciu opi-
sowym zmienne nie sg losowe, lecz sa zmiennymi w zwyklym sensie. Badaniu nie
podlegaja wtedy wiasciwosci stochastyczne zbioru obserwacji. Podejscie opisowe
przyjmuje sie z reguly wtedy, gdy dane pochodza ze sprawozdawczosci statystycz-
i 0eJ.
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Dobér proby powinno sig¢ przeprowadzi¢ tak, aby klasy wyodrgbnione na jej
podstawie odpowiadaty strukturze klas populacji.

3. Wybor zmiennych charakteryzujacych poszczegdlne obiekty

Dobo6r zmiennych w statystycznej analizie wielowymiarowej jest jednym z naj-
wazniejszych, a zarazem najtrudniejszych zagadnien. Od jakosci zestawu zmien-
nych bowiem zalezy wiarygodnosé ostatecznych wynikéw i trafnos¢ podejmowa-
nych na ich podstawie decyzji w zagadnieniach marketingowych. Do rozwiazania
zagadnienia doboru zmiennych stuza zasadniczo dwa ujgcia: dobér merytoryczny
w scistym tego stowa znaczeniu, dob6r merytoryczno-formalny.

Punktemn wyjscia obu ujeé jest skonstruowanie, na podstawie merytorycznej
znajomosci zagadnienia, potencjalnej (wstgpnej) listy zmiennych. Zadanie to jest
szczegblnie odpowiedzialne. Badaczowi nie wolno z jednej strony opusci¢ zadne;j
Zmmiennej majacej istotne znaczenie przy wyjasnianiu przedmiotu badania, a z dru-
giej strony z listy nalezy usunaé zmienne, ktore stabo, posrednio lub pozomie wy-
jasniajg ten przedmiot. Mniejszym ziem — jak z tego wynika — jest wprowadzenie
zmiennych nieistotnych w poczatkowej fazie niz opuszczenie zmiennych istotnych.
Zmienne nieistotne moga by¢ w dalszej fazie usunigte, natomiast pominiecie tych
drugich wypacza w duzym stopniu wyniki badan (por. [7, s. 31]).

Przy konstrukcji potencjalnej listy zmiennych trzeba mie¢ na wzgl¢dzie naste-
pujace wymagania: postulat ekonomicznosci badan (koszt uzyskania informacji
o zmiennych), dostgpnos¢ danych statystycznych, wiarygodnos¢ danych statystycz-
nych. Tak ustalona wstepna lista zmiennych jest — jak pisze Cieslak [12, s. 110] —
,Wypadkowg znajomosci przedmiotu badania oraz tradycji statystycznej (zbiera sie
dane statystyczne dotyczace dobrze juz znanych zjawisk)”.

Merytoryczny dobér zmiennych jest dziataniem w gltdwnej mierze subiektyw-
nym. Redukcji potencjalnej listy zmiennych dokonuje si¢ na podstawie wiasnej
znajomosci przedmiotu badania, wykorzystujac wspoétprace przedstawicieli odpo-
wiednich dyscyplin naukowych (ekspertow) oraz opierajac si¢ na szeroko pojetej
teorii ekonomii.

Podejscie merytoryczno-formalne polega na tym, ze ze wstepnej listy zmien-
nych (wybranych na podstawie analizy merytorycznej) usuwa si¢ najpierw zmien-
ne, ktére charakteryzujq si¢ mata zawartoscia informacyjna (tradycyjnie mierzy sie
ja zmiennoscia). Nastepnie do tak zredukowanej liczby zmiennych stosuje sie for-
malny algorytm wyboru zmiennych. W zagadnieniu klasyfikacji zbioru obiektow
celem zastosowania tych algorytmdéw jest wyboér takiego zestawu zmiennych,
w ktérym zmienne s wzajemnie niezalezne oraz sg zalezne od zmiennych nie
wchodzacych do wybranego zestawu (postulat niepowielania informacji).

W podsumowaniu zagadnienia traktujacego o doborze zmiennych nalezy
jednoznacznie stwierdzié¢, ze dobér merytoryczny w $cistym tego stowa znaczeniu
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powinien stanowi¢ punkt wyjscia wszystkich badan. Zwracajq na to uwage m.in.
Aldenderfer i Blashfield [3, s. 20]. W sytuacjach, gdy na podstawie posiadanej
wiedzy merytorycznej o badanym zjawisku nie jesteSmy w stanie wybra¢ zmien-
nych lub jest ich zbyt duzo, mozemy skorzysta¢ z metod formalnych. Przy doborze
zmiennych nie mozna polega¢ tylko na wskazaniach metod.

4. Wybor formuly normalizacji wartosci zmiennych

Celem normalizacji zmiennych jest pozbawienie mian wynikéw pomiaru oraz
ujednolicenie ich rzedéw wielkosci. Normalizacje przeprowadza sig, gdy zmienne
opisujace obiekty badania mierzone sg na skali przedziatowej i (lub) ilorazowe;.
Z uwagi na to, ze jedynymi dopuszczalnymi przeksztalceniami na skali przedziato-
wej i ilorazowej sa przeksztalcenia liniowe, formuly normalizacyjne mozna wyra-
zi¢ ogélnym wzorem:

zjj =bx;; +a, b>0, )

gdzie: x;; (z;;) — warto$¢ (znormalizowana wartosc) j-tej zmiennej zaobserwowana
w i-tym obiekcie.
Szczego6lnymi przypadkami tego wzoru sg nastgpujace formuty (por. np. [1; 9,
s.297-308; 29, s. 35-38; 37; 41; 50; 52, s. 38-39; 69, s. 19]):
A. Standaryzacja:
-1 -1

- klasyczna: z] —sj xj— iS;
- Weberal: z; = Me . )/1,4826 A/MD
B. Umtaryzaqa z; =r; x -X;r

J 7y J J
C. Unitaryzacja zerowana: z;; = [x i rnlm{ i }} /rj .
. -2 . 11, _ = =
D. Normalizacja“ w przedziale [-1; 1]: zj = x,-j xj)/m;clxlxij xj|.
E. Przeksztaicenia ilorazowe: z;; = xa}xij-,
— odpowiednio: Srednia arytmetyczna, odchylenie standardowe i
rozstgp wyznaczony na podstaW1e wartosci j-tej zmienne;j,

— podstawa normalizacji j-tej zmiennej (np. za X, ; przyjmuje si¢: s,

n
- 2
mgx{x,-j}, X; ij" ‘}ny- ),
l . .
i=1 i=1

70b.[47,5.91]. -
2 70b. [58, 5. 147].

gdzie: x 55

J 3
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Me; — mediana dla j-tej zmiennej,
MAD; — medianowe odchylenie bezwzgledne.

Ujednolicenie rzgdéw wielkosci jest mozliwe tylko w razie jednolitego okresle-
nia wartosci zerowej dla wszystkich zmiennych (zob. [66]). Przeksztalcenia ilora-
zowe mozna stosowaé tylko wtedy, gdy zmienne sa mierzone na skali ilorazowe;j
(istnieje dla niej absolutny punkt zerowy). Gdy zbiér zawiera zmienne mierzone na
skali przedziatlowej lub przedziatowej i ilorazowej, wowczas do normalizacji moz-
na stosowa¢ pozostate formuty normalizacyjne, wprowadzajace jednolicie okreslo-
ng warto$é zerowa (umowng) dla wszystkich zmiennych. Standaryzacja klasyczna
(standaryzacja Webera), unitaryzacja, normalizacja w przedziale [-1; 1] okres$laja
umowng warto$¢ zerowa na poziomie $redniej wartosci zmiennej (mediany), a uni-
taryzacja zerowana — na poziomie wartosci minimalnej. Zastosowanie tych formut
normalizacyjnych do zmiennych mierzonych na skali ilorazowej, aczkolwiek
formalnie poprawne, spowoduje strat¢ informacji wskutek ,,przejscia” wszystkich
zmiennych na skalg przedziatowa. Strata informacji przejawia si¢ m.in. ogranicze-
niem zastosowania réznych technik statystycznych i ekonometrycznych.

Przy wyborze formuly normalizacyjnej nalezy bra¢ pod uwagg nie tylko skale
pomiaru zmiennych, ale réwniez takie charakterystyki rozktadu zmiennych, jak
(por. tab. 1): érednia arytmetyczna, odchylenie standardowe i rozstgp wyznaczony
dla znormalizowanych warto$ci zmiennych.

Analiza tab. 1 pozwala sformulowaé nast¢pujace wnioski (zob. [41,s. 110-111;
69, s. 20):

a) formuly normalizacyjne (unitaryzacja, unitaryzacja zerowana, przeksztatce-
nie ilorazowe z podstawa normalizacji rOwng rozstgpowi) sa cenne, poniewaz
zapewniaja znormalizowanym wartosciom zmiennych zréznicowana zmiennosé
(mierzong odchyleniem standardowym) i jednoczesnie staly rozstep dla wszystkich
zmiennych;

b) standaryzacja klasyczna (Webera) oraz przeksztalcenie ilorazowe z podsta-
wa normalizacji réwna odchyleniu standardowemu powoduja ujednolicenie war-
tosci wszystkich zmiennych pod wzgledem zmiennosci mierzonej odchyleniem
standardowym (medianowym odchyleniem bezwzglednym). Oznacza to wyelimi-
nowanie zmiennosci jako podstawy réznicowania obiektéw. Standaryzacje Webera
nalezy stosowal, gdy rozklad empiryczny badanych zmiennych jest silnie asy-
metryczny (zob. [47, s. 91]);

c) przeksztalcenia ilorazowe z podstawg normalizacji réwng maksimum oraz
pierwiastkowi z sumy kwadratow obserwacji zapewniaja znormalizowanym warto-
$ciom zmiennych zréznicowana zmiennosé, Srednig arytmetyczna i rozstep;

d) przeksztalcenia ilorazowe z podstawa normalizacji rdwng sumie i Sredniej
arytmetycznej oraz normalizacja w przedziale [-1; 1] zapewniaja znormalizowa-
nym wartosciom zmiennych zréznicowana zmienno$¢ i rozstgp oraz stalg dla
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Tabela 1. Charakterystyki rozktadu wartosci zmiennych po normalizacji

Formuta $rednia arytmetyczna® | Odchylenie standardowe® Rozstep
(xij - ;!)/ 5 0 1 rlsi
2y = (x; - Me)) /1,4826- MAD, 0 1 r; /114826 MAD,
(x,.j-—fj)/rj 0 s;[ri 1

iy )

x; - min{x; } / vl Xj= m‘.jn{"q‘} siln

L ¢ J

1
zq=(xy-—xj)/miaxxy—xj| 0 s//m?xlxy-—le ;}/m?.xlx,-j—le

%[5 %5 1 nl5

% % X[y s; /1 1
Jhirmnd 3 [maxsy} yfmads} | rfmexis)

% /% 1 S[% nl%

n n n
%] D% in sif 2% rf 2%
i=1 i=1 i=1

n n n n

2 - 2 2 2

"ij/\/ 2% "J/J 25 s//\/ 2% r J/J 2%
izl i=1 i=1 i=1

Xj, §;, r; — $rednia arytmetyczna, odchylenie standardowe, rozstep dla j-tej zmiennej,

* dla standaryzacji Webera: mediana i medianowe odchylenie bezwzgledne.

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie [41, s. 109; 47, s. 91].

wszystkich zmiennych $rednia arytmetyczng. Pierwsza formuta stanowi podstawe
normalizacji w badaniach strukturalnych;

e) wszystkie formuly normalizacyjne, bgdace przeksztalceniami liniowymi
obserwacji na kazdej zmiennej, zachowuja skos$nos¢ i kurtozg rozkladu zmiennych.
Ponadto dla kazdej pary zmiennych wszystkie formuly normalizacyjne nie zmie-
niajg wartosci wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona.

5. Wybér miary odleglosci

Stosowanie konkretnych konstrukcji miar odleglosci jest uzaleznione od skal
pomiaru zmiennych. W literaturze wypracowano wiele propozycji miar odleglosci
znajdujacych zastosowanie do zmiennych mierzonych na skali: ilorazowej,
przedziatowej i (lub) ilorazowej, porzadkowej, nominalnej (w tym dla zmiennych
binarnych).

Bardzo dobry przeglad réznych typéw miar odleglosci przedstawiono m.in.
w pracach: [4, s. 98-130; 13; 14, s. 10; 25, s. 20-21; 43, 5. 4-37; 69, 5. 23-31].
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Przy wyborze miar odleglosci obiektéw opisanych zmiennymi mierzonymi na
skali przedziatowe;j i (lub) ilorazowej nalezy wziaé¢ pod uwage réwniez zastosowa-
ng formul¢ normalizacji wartosci zmiennych (zob. [69, s. 29]).

Na wybor konkretnej formuly odleglosci wplywa tez spelnianie przez dang
formute dodatkowych wiasnosci. Kazda funkcja bedzie nazywana miarg odlegtosci
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunki: nieujemnosci, zwrotnosci i symetrycz-
nosci. Dodatkowg cenna zaleta miar odleglosci jest spetnianie warunku nieréwno-
sci trojkata (miara odleglosci zwana jest wtedy metryka). Sposrod miar odleglosci
obiektow opisanych zmiennymi mierzonymi na skali przedziatowej i (lub) ilora-
zowe] najczesciej wykorzystuje si¢ z tego powodu odleglos¢ euklidesowq i jej

- kwadrat. :

Sytuacja komplikuje si¢ wtedy, gdy w zbiorze znajdujq si¢ zinienne mierzone
na skalach réznych rodzajéow. Na podstawie literatury przedmiotu (por. [22,
s. 25-27; 39; 43, s. 32-37; 44; 67]) do rozwiazania tego problemu mozna wyko-
rzysta¢ nastepujace sposoby:

1. Przeprowadzi¢ klasyfikacje zbioru obiektow osobno dla kazdej grupy zmien-
nych. Gdy tak otrzymane rezultaty sq w miar¢ zgodne, problem mozna uzna¢ za
rozwiazany. Sytuacja komplikuje si¢ wtedy, gdy wyniki te znacznie odbiegajg od
siebie.

2. Wykorzysta¢ w analizie tylko zmienne jednego ustalonego typu (dominuja-
cego w zbiorze zmiennych) z odrzuceniem zmiennych innego typu. Wyniki uzy-
skane na podstawie zbioru zmiennych uzyskanego w taki sposéb sa na ogdt bardzo
znieksztalcone (wskutek tego, ze musimy zrezygnowad z cze¢$ci informacji, ktore
niosg odrzucone zmienne).

3. W praktyce zaniedba¢ to, Ze zmienne sg mierzone na skalach réznych typow
i stosowa¢ metody wiasciwe dla zmiennych jednego typu. Zmienne nominalne
i porzadkowe traktuje si¢ zazwyczaj tak jak przedzialowe i ilorazowe: stosuje si¢
wigc do nich techniki wiasciwe tym skalom. Sposob ten, cho¢ atrakcyjny z aplika-
cyjnego punktu widzenia, jest nie do przyjecia ze wzgledow metodologicznych
(nastepuje tu bowiem sztuczne wzmocnienie skali pomiaru).

4. Dokona¢ transformacji zmiennych tak, by sprowadzi¢ je do skali jednego ty-
pu. Podstawowa reguta teorii pomiaru méwi, ze jedynie rezultaty pomiaru w skali
mocniejszej mogg by¢ transformowane na liczby nalezace do skali stabszej. Wyni-
ka z tego, ze wszystkie obserwacje na zmiennych nalezy przekodowaé na pomiary
na skali najstabszej. Tej operacji towarzyszy jednak utrata informacji. Proponowa-
ne sa réowniez w tym wzgledzie procedury wzmacniania skal pomiaru (por.
[4, s. 53-69; 54]). Sa to aproksymacyjne metody przeksztalcania skal stabszych
w silniejsze, opierajace si¢ na pewnych dodatkowych informacjach. Z punktu wi-
dzenia teorii pomiaru wzmacnianie skal jest jednak niemozliwe, poniewaz z mniej-
sze] ilosci informacji nie mozna uzyskaé wigkszej ilosci informacji.
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5. Postuzyé si¢ miarami podobienistwa dopuszczajacymi wykorzystanie zmien-
nych mierzonych na réznych skalach. W literaturze miary takie zaproponowali:
(8,s.152; 15; 26; 70].

6. Wybor metody klasyfikacji

Do rozwiazania problemu wyboru wiasciwej dla danego typu danych empi-
rycznych metody klasyfikacji proponuje si¢ w literaturze przedmiotu cztery zasad-
nicze podejscia (por. [23]).

W pierwszym z nich poprawnos¢ poszczegélnych metod ocenia si¢ na pod-
stawie zadanych typow struktur danych. Dana metoda klasyfikacji jest poprawna,
jesli wyniki klasyfikacji uzyskane za jej pomoca odpowiadaja znanej strukturze
danych. Przyktady zastosowania tego typu podejscia mozna znaleZ¢é m.in. w pra-
cach [27; 28; 29; 48; 49].

Podstawowa wada tego podejscia jest to, Ze opiera si¢ na wygenerowanych
strukturach danych, w ktoérych konfiguracje obiektéw sa na ogdt przedstawiane
w przestrzeniach dwuwymiarowych i tréjwymiarowych. Trudno jest wigc uogdlnié
wyniki na przypadek wielowymiarowy. Nawet wtedy, gdy podejscie to opiera si¢
na danych symulacyjnych (uzyskanych za pomoca odpowiednio skonstruowanych
wielowymiarowych generatoréw zmiennych losowych o zadanej postaci rozktadu),
trudno jest uwogdlni¢ wyniki, poniewaz kazda empirycznie uzyskana struktura
danych jest inna i tak uzyskane wnioski maja ograniczony zasieg zastosowania.

Na podstawie wielu analiz poprawnosci odkrywania zadanych typow struktur
danych Milligan [49, s. 358] wskazal, Ze najlepsze wsrdd hierarchicznych metod
aglomeracyjnych sa metody Warda i gietka (B-flexible).

Podejscie drugie polega na tym, ze do klasyfikacji zbioru obiektow wykorzy-
stuje si¢ rézne metody klasyfikacji, a nastgpnie ocenia si¢ zgodnos$¢ wynikow kla-
syfikacji i wybiera si¢ te metody, ktore daja zblizone wyniki. Wyniki klasyfikacji
z uzyciem tych metod podlegaja w dalszej fazie syntetyzacji w celu wylonienia
zgodnej klasyfikacji.

Godne odnotowania propozycje miernikéw stuzacych do poréwnywania wyni-
kéw dwoch réznych podzialow podali: Rand [55]; Hubert i Arabie [35]; Fowlkes
1 Mallows [20]; Lerman [46]; Goodman i Kruskal [21]; Wallace [71]. W literaturze
polskiej propozycje takie przedstawili: Nowak [51], Szmigiel [64] i Sokotowski
(62]. :

Dany jest niepusty zbidr obiektow badania 4 o elementach 4; (i=1,2,...,n)
oraz dwie klasyfikacje (dwa podzialy) tego zbioru na u i v klas otrzymane na pod-
stawie jednolitej procedury klasyfikacyjnej. W celu oceny podobienistwa wynikow
dwoéch podziatéw zbioru obiektow konstruuje si¢ tablicg kontyngencji i na tej pod-
stawie otrzymuje sig ich klasyfikacje krzyzowa (zob. tab. 2).
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Tabela 2. Tablica kontyngencji (klasyfikacja krzyzowa wynikéw dwéch podziatéw)

Podziat P Sumy
Podzi Klas -
aly Y PO PO PO
Podziat P(q) PI(‘I) nyy "y vor ny, ny.
Pz(‘l) my ny, s nyy m.
P& 1 %) Ny, n,
Sumy n) ny n, n=n

gdzie: PV, P19 _Kiasyfikacja (podziat zbioru obiektéw 4) 1, g;
ng, —liczba obiektdw, ktére jednoczesnie nalezg do klas PS(") i P,(’);
r=12,..,v;s=12,...,u; v (u) - liczba klas w podziale P\ (P9},
n, — liczba obiektéw w klasie P (kolumna 1);

n,. — liczba obiektéw w klasie P9 (wiersz s).

Zrédlo: opracowanie wiasne.

W literaturze do oceny podobienistwa wynikéw klasyfikacji zbioru obiektow
najczgsciej wykorzystywana jest miara Randa [55]. W jej koncepcji poréwnuje si¢
zaklasyfikowanie wszystkich par obiektow w podziatach PO , P i wyroznia sie
cztery typy par obiektow (zob. tab. 3):

typ (I): obiekty tworzace pare znajdujg si¢ w tych samych klasach w podziatach
P(‘) i P(‘]);

typ (II): obiekty tworzace par¢ znajduja si¢ w réznych klasach w podziatach
pW P(Q)

typ (III): obiekty tworzqce parg znajdujq si¢ w réznych klasach w P@ iw tej
samej klasie w P®;

typ (IV): obiekty tworzace parg znajdujq si¢ w tej samej klasie w P9 i wréz-
nych klasach w PO,

Typy (I) i (I) sq interpretowane jako pary zgodne w obu klasyfikacjach pW
i P(q) natomiast typy (III) i (IV) — jako pary niezgodne. W tab. 3 przedstawiono
formuty pozwalajqce ustali¢ liczby par obiektéw do kazdego typu, bedace funk-
cjamin, ng, n,, i ng,

Mozna zauwazy¢, ze podobienstwo dwoch podziatléw PO i P9 wzasta
w miar¢ wzrostu wartosci Z. Na tej podstawie Rand [55] skonstruowal miare
pozwalajacg oceniaé¢ podobienstwo wynikéw dwdch podziatdow zbioru obiektow:

el
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Tabela 3. Formuly stuzace do okreslania liczby par obiektow zakwalifikowanych do jednego z czte-
rech typoéw

Typ Formula
(I) Zznsr(nxr - 1)
s=1r=1
1 2 u 14 2 u v
(I NGRS Zn?wZni]
s=1r=1 s=1 r=1
14 u 14
am) %{Zni - Zznfr]
i r=1 s=1r=1
1 u u \4
av E(Znﬁ. - ZZnE,J
s=1 s=lr=1
n u 14 ( u v
O+ =2 =(2J+ P _%kzni + Zn?,)
s=1r=| s=1 r=1
u v u )4
A +AV)=N=1/>"n+ Zn?,J— > >l
2 s=1 r=1 s=1lr=1
Z+N= (’2')

Zr6dto: opracowano na podstawie pracy [35, s. 196].

gdzie: Z i N sa okres$lone wzorami w tab. 3.

Przedzial zmiennosci tej miary zaczyna si¢ od 0, kiedy to dwa podziaty p®
i P9 sq zupehie niepodobne (jeden podzial zawiera tyle klas, ile jest obiektow,
a drugi jedna klas¢ zawierajaca wszystkie obiekty), a konczy na 1, kiedy podziaty
sq identyczne. Miar¢ Randa (2) interpretuje si¢ jako odsetek par obiektow zgod-

nych w obu klasyfikacjach PO pl@ ogo6lnej liczbie par obiektow okreslonych
na zbiorze A.

Wada miary Randa jest to, ze wykazuje tendencje do wzrostu wartosci w przy-
padku zwigkszania liczby klas (por. [17, s. 182]). Hubert i Arabie [35, s. 198]
zaproponowali skorygowany indeks Randa:

R—-E(R)
Ryy=—"—"-""—, 3
gdzie: R, — maksymalna wartos¢ miary Randa (R, =1),
E(R) — warto$¢ oczekiwana miary Randa okreslona wzorem:

E(R)=1+2;(';’]§(n§'] / (ZT '[z(nz)“f;(nzﬂ/ @
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Skorygowana miara Randa przyjmuje postac [35, s. 198]:

o R
ov)- 2020 ) )

Ry =0 oznacza, ze podzialy zbioru obiektéw na r i s klas zostaty wyodreb-
nione losowo.

W podejsciu trzecim (stosowanym dla metod klasyfikacji hierarchicznej) za
wiasciwa dla danego typu danych metode klasyfikacji nalezy uzna¢ taka, ktora daje
minimalne znieksztalcenia przy transformacji wyjsciowej macierzy odleglosci
[d;x ] w macierz wartosci kofenetycznych [ ] (inaczej wartosci poziomu potacze-
nia klas w dendrogramie). Wartosci 4 (dla kazdego i, k) w macierzy [h,-k] odczy-
tuje si¢ z dendrogramu, ktéry wskazuje wartosci poziomu polaczenia klas P, oraz
Py

W tab. 4 przedstawiono trzy mierniki pomiaru znieksztatcenia przy transforma-
cji [dix ] [hi |- Mate wartosci D.2 i D.3 oraz duze wartosci D.1 oznaczaja mate

znieksztalcenia przy transformacji [dik] - [h,k] przez dang metodg¢ klasyfikacji.

Tabela 4. Miary znicksztalcenia przy transformacji [y, | — [ ]

Lp. Nazwa Miara Zrodio
2 (e =)l =)
ik
D.1 | Wspélczynnik korelacji kofenetycznej 03 [61]
-2 -2
2 (e =d) 2 (e =)
ik ik
2
D.2 | Suma kwadratéw odchyles Z,;w"" (i =) [32]
!
it | 0<as<y) |
D.3 | Metryka Minkowskiego ik [42]

max{ldy ~yl} (2=0)

wy, — wagi (na og6t wszystkie odlegtosci sa jednakowo wazne, wigc wy, =1).

Zrédto: opracowano na podstawie prac [13; 23].
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Pewng staboscia oparcia si¢ w wyborze wiasciwej (w odniesieniu do danego
typu danych) metody klasyfikacji na miarach tego typu jest to, Ze na ogét metoda
wybierang przez D.1 jest metoda sredniej klasowej [60; 61], a przez D.3 — metoda
pojedynczego potaczenia [23].

W czwartym podejSciu analizuje si¢ formalne wlasnosci metod klasyfikacji,
ktore moga stanowi¢ pomocne kryterium wyboru wiasciwej metody. Pierwsze wia-
snosci formalne wypracowali Jardine i Sibson [42]. Zostaly one nastepnie wzboga-
cone nowymi w pracach: [18; 65], a zwigzly ich przeglad w literaturze zawierajq
nastepujace monografie: [22; 25, s. 98-100; 53; 2]. Wybrane wlasnosci formalne
metod klasyfikacji mozna uja¢ w postaci nastgpujacych punktow:

a) wiasnos¢ wypuklosci — metody klasyfikacji majq tg wiasnos¢, jezeli w wy-
niku zastosowania otrzymuje si¢ podziat zbioru obiektéw A na klasy A, ..., Py,
w ktorym wypukle otoczenia klas si¢ nie przecinaja,

b) wiasnos¢ poprawne;j struktury wedhug klas — wszystkie odlegtosci wewnatrz-
klasowe sa mniejsze od wszystkich odlegtosci migdzyklasowych,

c) wiasno$¢ poprawne;j struktury wedtug drzewka potaczen — metody klasyfika-
¢ji maja te wiasnos¢, jezeli rezultaty klasyfikacji hierarchicznej zbioru obiektow
dadza si¢ przedstawi¢ w postaci drzewka polfaczen (dendrogramu) zgodnego z ko-
lejno$cia podobienistwa migdzy elementami tego zbioru (wartosci poziomu pola-
czenia klas 4, sa roztozone monotonicznie rosnaco, gdy stosujemy miary odlegto-

$ci miedzy obiektami),

d) wiasno$¢ monotonicznosci — metody klasyfikacji maja t¢ wiasnos¢, jezeli
monotoniczna transformacja kazdego elementu macierzy odleglosci nie zmienia
wynikow klasyfikacji,

¢) wlasno$¢ powtarzania punktéw — metody klasyfikacji maja t¢ wtasnosé, jesli
po dodaniu jednego lub wielu obiektow, identycznych z obiektami nalezacymi do
klas P, ..., Py, i ponownym zastosowaniu danej metody granice klas si¢ nie zmie-
nig (zmieni sig tylko ich liczebnos¢).

f) wlasnos¢ opuszczania klas — niech dany bedzie podziat zbioru obiektéw 4 na
klasy P, ..., Py, ..., Py. Jesli po odrzuceniu obiektow nalezacych do klasy P i
ponownym zastosowaniu algorytmu klasyfikacji otrzymamy podziat zbioru 4 - P,
naklasy A, .., Pi_1> P> Pys1s --» Py, to dana metoda klasyfikacji ma wlasnos¢
opuszczania klas. '

W tab. 5 w spos6b syntetyczny przedstawiono formalne wiasnosci hierarchicz-
nych metod aglomeracyjnych. Znajomos¢ okreslonych wiasnosci poszczegdlnych
metod klasyfikacji pozwala na wlasciwe ich wykorzystanie w badaniach empirycz-
nych.
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Tabela 5. Formalne wiasnosci wybranych hierarchicznych metod aglomeracyjnych

Wiasnosci
Metoda A[{B|C|D|E|F
Pojedynczego polaczenia (single-link) -+ +1+]+]+
Kompletnego polaczenia (complete-link) — |+l + ]+ + ]+
Sredniej klasowej (group average-link) I+ + ==~
Powigkszona suma kwadratéw odlegtosci (incremental sum of squares) | + | — | + | — | — | +
Srodka cigzkosci (centroid) N RN RO R R RS

A — wypuklosci, B — poprawnej struktury wedlug klas, C — poprawnej struktury wediug drzewka po-
laczen, D — monotonicznodci, E — powtarzania punktéw, F — opuszczania klas.
-+ — spelnia; ,,—" — nie speia.

Zrédto: opracowano na podstawie prac [22, s. 131; 36; 53; 67, s. 59; 65, s. 424].
7. Ustalanie liczby klas

Milligan i Cooper przetestowali na podstawie zbioréw danych o znanej struktu-
rze klas 30 procedur® pozwalajacych wyznaczy¢ liczbe klas. Wigkszosé metod
przedstawionych w pracy Milligana i Cooper [50] opierata si¢, przy wyznaczaniu
liczby klas, na wyjsciowej macierzy danych. Niektére z nich wykorzystywaty
odleglosci wewnatrzklasowe i migdzyklasowe. Trzy najlepsze kryteria globaine sg
nastepujace:

1. Indeks Calinskiego i Harabasza [11]:

trace(B)/(u-1)

G160 = trace(W)/(n—u) ’

(%)

gdzie: B (W) — macierz kowariancji migdzyklasowej (wewnatrzklasowe;j),
trace — $lad macierzy,
u — liczba klas,
n — liczba obiektow.
Indeks Calinskiego i Harabasza nazywany jest pseudostatystyka F (zob. [45,
s. 291)).
2. Indeks Huberta i Levine [34]:

D) —r- Dy

b
r'Dmax_r'Dmin

G2(u) = (6)

gdzie: D(u) - suma wszystkich odlegtosci wewnatrzklasowych,

r — liczba odleglosci wewnatrzklasowych,
Dyin (Dmax ) — najmniejsza (najwigksza) odleglos¢ wewnatrzklasowa.

3 Przedstawiony przeglad nie wyczerpuje zbioru istniejacych sposobéw wyznaczania liczby klas.
Inne sposoby zawarte sg m.in. w pracach [63; 66].
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3. Indeks Gamma Bakera i Huberta [6]:

G3 = S(+) _ S(-) , 7

@) s(+)+ s(-) 0

gdzie: s(+)— liczba odlegtosci wewnatrzklasowych mniejszych od odleglosci mig-
dzyklasowych,

s(-) — liczba odlegtosci wewnatrzklasowych wigkszych od odleglosci mig-
dzyklasowych.

Maksymalna warto$¢ G1(u) i G3() oraz minimalna G2(u) wskazuje najlepszy
podziat zbioru obiektow, a zarazem wyznacza liczbe klas.

8. Walidacja wynikéw klasyfikacji

Analiza replikacji (powtorzenie klasyfikacji)

Replikacja w przypadku zagadnienia klasyfikacji dotyczy przeprowadzenia
procesu klasyfikacji zbioru obiektéw na podstawie dwoch prob wylosowanych
z danego zbioru danych, a nastgpnie oceny zgodnosci otrzymanych rezultatow.
Procedura replikacji sktada si¢ z nastgpujacych etapow [25, s. 184; 49, s. 368-369]:

1. Podzieli¢ losowo zbior danych (zbidr n obiektow opisanych m zmiennymi)
na dwa podzbiory 4 i B. »

2. Zastosowaé¢ wybrang metode klasyfikacji do podzialu zbioru 4 na ustalong
liczbe klas u. Wyznaczy¢ srodki cigzkosci (centroids) dla poszczegélnych klas.

3. Obliczy¢ odleglosci obiektow ze zbioru B od srodkow cigzkosci klas wyzna-
czonych na podstawie podzbioru 4.

4. Przydzieli¢ obiekty z podzbioru B do klas zawierajacych najblizszy srodek
ciezkosci. Prowadzi to do podziatu podzbioru B na nie wigcej niz « klas.

5. Zastosowaé t¢ samg metode klasyfikacji do podziatu podzbioru B na u klas.

6. Policzy¢, np. za pomoca skorygowanej miary Randa, zgodno$¢ wynikow
dwéch podzialéw podzbioru B. Poziom zgodnosci wynikow dwoch podziatow
podzbioru B odzwierciedla stabilno$¢ przeprowadzonej klasyfikacji zbioru obiek-
tow.

Ocena jakosci klasyfikacji

Syntetyczny miernik pozwalajacy mierzy¢ prawidlowosé zaklasyfikowania
poszczegdlnych obiektéw do klas, prawidlowosé wyodrebnienia poszczegdlnych
klas oraz ogélng jakos¢ klasyfikacji (relatywna zwarto$¢ i separowalnos¢ klas)
zaproponowat Rousseeuw [57] (zob. [43, s. 83-88]). Wskaznik Rousseeuwa
(silhouette index), pozwalajacy oceniaé¢ prawidtowos¢ zaklasyfikowania poszcze-
gélnych obiektow do klas, przyjmuje postac:

" max{a(i), b(})}’ ®)
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gdzie: a(i) — $rednia odleglo$¢ obiektu i od pozostalych obiektdw nalezacych do
Klasy B; a(i)= Y. dy/(n,-1);
k2]

b(i) = min{dips } ; d;p— $rednia odlegtosé obiektu i od obiektéw nalezacych
ser doklasy P, (dip = D dy [ny);
keP,

r,s=1,2,..., u —numer klasy,
u — liczba klas.

Indeks S(i) przyjmuje wartosci z przedziatu [-1; 1]. Im blizej wartosci jeden,
tym dany obiekt silniej nalezy do wyodrgbnionej klasy. W przypadku klas jedno-
elementowych S(i) =0.

Indeksy pozwalajace mierzy¢ prawidlowosé¢ wyodrgbnienia poszczegdlnych
klas oraz ogélna jakos$¢ klasyfikacji (relatywng zwarto$¢ i separowalnos¢ klas) sa
nastgpujace:

S(B)= 2. S®)/n,, ©)
iepP,
S(P)=) S(B.)|u. (10)

Subiektywna ocene przedzialéw wartosci miernika S(P) zawiera tab. 6.

Tabela 6. Interpretacja wartosci miernika S(P)

S(P) Interpretacja
(0,70; 1,00] | silna struktura klas
(0,50; 0,70] | powazna struktura klas
(0,25; 0,50] | staba struktura klas (nalezy zastosowa¢ inne metody klasyfikacji)
0,25 i mniej | nie odkryto struktury klas

Zrodio: [43, s. 88].

9. Opis (interpretacja) i profilowanie klas

W wyniku zastosowania do klasyfikacji zbioru obiektow wybranej metody kla-
syfikacji otrzymuje si¢ podzial tego zbioru na klasy A, ..., F,. W badaniach mar-
ketingowych podstawowym zagadnieniem stajg si¢ w zwigzku z tym:

o Opis (interpretacja) otrzymanych wynikow, tj. wskazanie cech charakte-
rystycznych poszczegélnych klas oraz wyjasnienie, jakimi czynnikami réznig
si¢ wyodrebnione klasy. Podstawg opisu (interpretacji) wyodrebnionych klas sa
zmienne, ktére braly udziat w procesie klasyfikacji zbioru obiektow.
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Dla ulatwienia interpretacji otrzymanych rezultatow klasyfikacji wyznacza si¢
srodki cigzkosci poszczegoélnych klas (Srednie arytmetyczne obliczone z war-
tosci pierwotnych kazdej zmiennej na podstawie obiektéw tworzacych dang
klase) oraz odchylenia standardowe zmiennych w poszczegdlnych klasach. Na
ten sposOb rozwigzania problemu interpretacji rezultatow klasyfikacji wskazuja
m.in.: Hair, Anderson, Tatham i Black [31, s. 443]; Sokolowski [63, s. 47];
Jajuga [40, s. 134]; Robles i Sarathy [56]. Oczywiscie taki sposdb opisu klas
mozliwy jest do zastosowania tylko wtedy, gdy zmienne uzyte w zagadnieniu
klasyfikacji zbioru obiektow sa mierzone na skali przedziatowej i (lub) ilora-
zowej (dopiero bowiem w tych skalach dopuszcza si¢ uzycie $redniej arytme-
tycznej i odchylenia standardowego).

Jesli klasyfikacja jest przeprowadzana na podstawie zmiennych mierzonych
na skali porzadkowej lub nominalnej, to mozliwe jest wyznaczenie opisowe;j
(werbalnej) charakterystyki poszczegélnych klas dla kazdej zmiennej. Mozna
wyznaczy¢ frakcje 1 odsetki wystgpowania w danej klasie poszczegdlnych
kategorii zmiennych.

* Profilowanie klas. Celem profilowania klas jest wskazanie cech charakte-
rystycznych poszczegdlnych klas pozwalajacych na ukazanie réznic pomigdzy
nimi. Profilowanie klas przeprowadza si¢ na podstawie zmiennych, ktore nie
braty udziatu w procesie klasyfikacji zbioru obiektow.

Typowymi zmiennymi stosowanymi w profilowaniu klas w badaniach mar-
ketingowych sa zmienne demograficzne, geograficzne, socjoekonomiczne, psy-
chograficzne i in., ktére charakteryzuja konsumentéw (nabywcow) poszcze-
golnych klas. Profilowanie przeprowadza si¢ zwykle z wykorzystaniem takich
metod, jak (por. np. [31, s. 501, 513-515; 59, s. 180]): analiza dyskryminacyj-
na, drzewa klasyfikacyjne, tabulacja krzyzowa (tablice kontyngencji).

10. Podsumowanie

W artykule w syntetycznej formie zaprezentowano problemy decyzyjne wyma-
gajace rozstrzygnigcia w procesie klasyfikacji zbioru obiektéw obejmujacym osiem
etapdw. Wykorzystujac §wiatowg literature przedmiotu, scharakteryzowano pode;j-
$cia stuzace rozstrzygnieciu pojawiajacych sig¢ probleméw decyzyjnych w procesie
klasyfikacji zbioru obiektéw. Opracowanie ma charakter porzadkujacy wiedze
z omawianego zakresu. Przy prezentacji niektérych etapéw wprowadzono wiasne
komentarze i rozwiazania.
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DECISION PROBLEMS IN A CLUSTER ANALYSIS PROCEDURE

Summary

In the article eight major steps in a cluster analysis are discussed (see [Milligan 1996, 342-343)):
1. Selection of objects to cluster,
2. Selection of variables to be used,
3. Decisions concerning variable normalisation,
4, Selection of a distance measure,
5. Selection of clustering method,
6. Determining the number of clusters,
7. Cluster validation,
8. Describing and profiling clusters.
The sequence represents the critical steps, or decisions, that are made in a cluster analysis.
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