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POMIAR PODOBIENSTWA OBIEKTOW
W SWIETLE SKAL POMIARU I WAG ZMIENNYCH!

1. Wstep

Wykorzystanie metod klasyfikacji (metody podzialu, metody klasyfikacji hie-
rarchicznej, metody wizualizacji — skalowanie wielowymiarowe, analiza korespon-
dencji) i metod porzadkowania liniowego opartego na wzorcu rozwoju wymaga
sformalizowania pojgcia ,,podobienstwo obiektow”. Stopien podobienstwa obiek-
tow kwantyfikuje si¢ za pomoca miar podobienstwa, wsréd ktorych wyrédznia
sig miary odleglosci oraz bliskosci (por. Dabrowski i Laus-Maczynska [1978],
s. 49-51; Gatnar [1998], s. 27; Walesiak [1985]).

Funkcja d: 4x A— R (zbior liczb rzeczywistych) bgdzie nazywana miarg
odleglosci wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sa warunki (d(4;, 4; ) =dy, dla
i,k=1,2,...,n): nieujemnosci: d; >0, zwrotnosci: d; = 0<>i=k i symetrycz-
nosci: dy =dy;. Jesli ponadto spetmiony jest warunek nieréwnosci tréjkata
dy <d; +dy;, to miara odleglosci jest metryka.

Funkcja g: 4 x A — R bedzie nazywana miarg bliskosci wtedy i tylko wtedy,
gdy spemione beda warunki (g(4;, Ay) =gy, i,k=12,...,n): nieujemnosci:
0< gy <1ldlai#k,zwrotnosci: g;; =1 i =k, symetrycznosci: gy = gy;-

Sposoby transformacji funkcji bliskosci na funkcj¢ odleglosci wyrazaja m.in.
formuly (por. Zakrzewska [1987], s. 212). dy =1-gy, dy =41 -8k
dy =—loggy. ‘

Wszystkie miary podobienstwa maja analogiczna interpretacje (chociaz ze
wzgledu na odmienne konstrukcje przybieraja na ogoél rézne wartosci liczbowe).
Dwa obiekty sa tym bardziej podobne, im mniej réznia si¢ co do wartosci zmiennych.

1 Prace wykonano czgSciowo w ramach projektu badawczego nr S H02B 030 21, finansowane-
go przez Komitet Badan Naukowych w latach 2001-2003.
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2. Charakterystyka miar odleglosci obiektow z punktu widzenia skal pomiaru
i wag zmiennych

Stosowanie konkretnych konstrukcji miar podobienistwa jest uzaleznione od

skal pomiaru zmiennych?. Problem stosowania réznych miar podobienstwa w zasa-
dzie nie wystepuje wtedy, gdy wszystkie zmienne opisujace badane obiekty sg mie-
rzone na skali jednego typu. W literaturze wypracowano wiele propozycji miar po-
dobienstwa majgcych zastosowanie do zmiennych mierzonych na skali: ilorazowej,
przedziatlowej i (lub) ilorazowej, nominalnej (w tym dla zmiennych binarnych).

Bardzo dobry przeglad réznych typéw miar podobienstwa przedstawiono m.in.
w pracach: Cormack [1971]; Cox i Cox [1994], s. 10; Gordon [1999], s. 20-21;
Gower [1971]; Anderberg [1973], s. 98-130; Kaufman i Rousseeuw [1990], s. 4-37.

Tabela 1 zawiera zestawienie podstawowych miar odlegtosci dla zmiennych
mierzonych na skali ilorazowej i (lub) przedzialowej. Podstawowa miarg odleg-
fosci obiektow 4;, A, opisanych za pomoca zmiennych mierzonych na skali prze-
dziatowej 1 (lub) ilorazowej, jest metryka Minkowskiego. Szczegdlnymi jej przy-
padkami sg odlegtosci: miejska, euklidesowa i Czebyszewa. Cenng zaletg tych
trzech miar odleglosci jest to, Ze majg interpretacj¢ geometryczng. W praktyce
wykorzystuje sie dwie pierwsze miary, tzn. odlegtosci miejska i euklidesowa.

W konstrukcji miar odleglosci z wagami zréznicowanymi (1) przyjeto zatoze-
nie, Ze wazeniu podlegaja wartosci zmiennych. Zatem macierz wazonych obserwa-
cji na zmiennych przybiera postaé:

WiZi1 W2Z212 .- WmZim
WhZ WhZ vee W Z

[wj,zy,]: 1521 2222 m:2m, (1)
WiZpr WoZpa oo WrZpm

gdzie z;; — znormalizowana warto$¢ j-tej zmiennej zaobserwowana w i-tym obiek-
- cle.

Dla miar odleglosci z wagami zréznicowanymi (2) przyjeto zalozenie, ze wa-

zeniu podlegaja odlegtosci czastkowe wyznaczone dla j-tej zmiennej (por. Gordon

[1999], s. 30). Zastosowanie wag w; pozwala wyznaczy¢ srednig wazong od-

legtos¢ migdzy obiektami A4; 1 4.

W literaturze mozna spotka¢ trzy sposoby ustalania wag zmiennych. Wagi
ustala si¢ albo metoda ekspertow (metoda a priori), albo z uzyciem algorytmow
obliczeniowych opierajacych si¢ na informacjach zawartych w danych pierwotnych
(surowych). Mozna tez wykorzysta¢ metode oparta na obu tych ujeciach. Szerzej o
zagadnieniu wazenia zmiennych napisano w pracach: Bak [1999], s. 44-47; Borys

2 Skale pomiaru zmiennych oméwiono m.in. w pracach: Stevens [1959], Walesiak [1993; 1996].
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Tabela 1. Podstawowe miary odleglosci dla zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub) prze-
dziatowe;j

Odlegtos¢ dy,

Nazwa mi
a wagi jednakowe wagi zréznicowane (1) wagi zréznicowane (2)

Minkowskiego
(dlap21)

~ miejska
(dla p=1)

- euklidesowa
(dla p=2)

— Czebyszewa
(dla p > )

Canberra
Jj=1 (

Braya-Curtisa

2

Clarka L E - — 1 E w; N
m Z>+ij m 1 zij +ij

(] .
i =

m m
Jeftreysa-Matusita Z(J’Z:_\/ZTJ)2 Z%‘(E*ﬁ)z
J=1

m
w; —waga j-t¢j zmiennej spelniajaca warunki: w; €(0, m), Z w; =m (liczba zmiennych),
J=
(1) — wazeniu podlegajg wartosci zmiennych (wagi liniowe),
(2) — wazeniu podlegaja odleglosci czastkowe wyznaczone dla j-tej zmiennej,
z; (2) — znormalizowana warto$¢ j-tej zmiennej dla i-tego (k-tego) obiektu.
Zrodlo: opracowanie wiasne na podstawie prac: Bak [1999], s. 19-22, 62-63; Gordon [1981], 5. 21-22;
Gordon [1999], s. 20-21; Wedel i Kamakura [1998], s. 47; Zaborski [2001], s. 44; Zelias i in.
[2000], s. 83-85.

[1984], s. 318-325; Abrahamowicz i Zajac [1986]; Grabiniski [1984], s. 25-30;
Milligan [1989]. Problem ,,waZzenia” zmiennych nie zostal dotychczas zadowalaja-
co rozwiazany. Williams stwierdza nawet, ze wazenie zmiennych jest manipulowa-
niem warto$ciami zmiennych (por. Aldenderfer 1 Blashfield [1984], s. 21). Z tego
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wzgledu czesto w badaniach empirycznych zaklada sig, ze zmienne sa jednakowo
wazne z punktu widzenia badanego problemu (takie stanowisko przyjmuja m.in.

Sneath i Sokal [1973]3).

Miary odlegtosci dla zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub) prze-
dziatowej zamieszczone w tab. 1 wykorzystuja w obliczeniach znormalizowane
wartosci zmiennych. Wyznaczanie odleglosci z wykorzystaniem pierwotnych war-
tosci zmiennych x;; jest mozliwe za pomocg odleglosci Mahalanobisa (por. Jajuga

[1990], s. 22):
0,5
i =05 = x) "8y - )| @)

lub w zapisie skalarnym:
0,5
m m
di =] D0 s (x5 — x4 )(xy ~xy)| (3)
J=l=1
gdzie: s;; — element macierzy odwrotnej do macierzy kowariancji,
S — macierz kowariancji zbioru obserwacji,
. . . , T
x; — wielowymiarowa obserwacja okreslona wzorem x; = [x;1, X2, .., Xjm | -
Macierz kowariancji zbioru obserwacji S wyznacza si¢ ze wzoru:

n

S=—L-% (% ~X)x; - %), ©
n—1 par

gdzie X — wektor $rednich zbioru obserwacji.

Przy obliczaniu odlegtosci Mahalanobisa brana jest pod uwage macierz kowa-
riancji zbioru obserwacji, zatem nastepuje ujednolicenie wartosci zmiennych pod
wzgledem jednostki miary i rzedu wielkosci (zob. Jajuga [1993], s. 58).

Jesli normalizacji zbioru obserwacji dokona si¢ z wykorzystaniem przeksztal-
cenia Mahalanobisa, to odlegtos¢ euklidesowa réwna si¢ odlegtosci Mahalanobisa
wyznaczonej z wykorzystaniem pierwotnych wartosci zmiennych (por. Jajuga
[1993], s. 59).

Przeksztatcenie Mahalanobisa pozwala przeprowadzi¢ normalizacj¢ lacznie
dla wszystkich zmiennych (zob. Jajuga [1993], s. 58; Jajuga i Walesiak [2000],
s. 110):

z; =S%3(x; -x). (5)

3 Zob. Aldenderfer i Blashfield [1984], s. 21.
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Macierz $™%° wyznacza si¢ ze wzoru (por. Jajuga [1993], s. 58):
=1
s =(cL%G") (6)

gdzie: L% — macierz diagonaina o wymiarach mxm (na glownej przekatnej tej
macierzy znajduja si¢ pierwiastki kwadratowe wartosci wilasnych
macierzy S uporzadkowane malejaco);
G — macierz ortogonalna o wymiarach m x m, ktérej kolumny sg unormowa-
nymi wektorami wilasnymi odpowiadajacymi uporzadkowanym maleja-
co wartosciom wiasnym macierzy S.
‘Miarg odleglosci obiektoéw, ktora mozna stosowaé w sytuacji, gdy w zbiorze
s3 zmienne mierzone na skali porzadkowej, zaproponowano w pracy Walesiaka
[2000]. Uogodlniona miara odlegtosci GDM przybiera postaé:

m m n
2. b + D D by
j=1

j=1 =1
I#i, k
dy =—5 =2~ : ™

m n 2 m n 2 5
2> >y ) > by

j=li=1  j=ll=1

{9}
N
—

gdzie: dy (s;, ) — miara odlegtosci (bliskosci),
i,k,[=1,2,...,n —numer obiektu,
j=1,2,...,m —numer zmienne;j,
xis (xg5, xj7) — i-ta (k-ta, [-ta) obserwacja na j-tej zmiennej.
Stosowanie konkretnych konstrukcji miary odlegtosci (7) jest uzaleznione od
skal pomiaru zmiennych. Dla zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub)
przedziatowej w formule (7) stosowane jest podstawienie:

Xij = Xp dla p=k£,/,

Qipj = Xy
bkrj =ij ‘-x’]' dla r=i,l.

(8)

Zastosowanie formuly (7) dla zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i
(lub) przedzialowej wymaga wczesniejszej normalizacji zmiennych. Normalizacje
zmiennych przeprowadza si¢ celem ich sprowadzenia do poréwnywalnosci. Po
normalizacji dla podstawienia (8) w miejsce symbolu x wystapi symbol z. Nieza-
leznie od tego jednak, czy przeprowadzi si¢ normalizacje, czy tez nie, warto$ci
miary (7) z podstawieniem (8) zawieraja si¢ w przedziale [0; 1].

Zasob informacji skali porzadkowej jest nieporéwnanie mniejszy. Jedyng do-
puszczalng operacja empiryczng na skali porzadkowej jest zliczanie zdarzen (tzn.
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wyznaczanie liczby relacji wigkszosci, mniejszo$ci i réwnosci). W zwiazku z tym
w konstrukcji miernika odleglosci musi byé wykorzystana informacja o relacjach,
w jakich porownywane obiekty pozostaja w stosunku do pozostalych obiektéw ze
zbioru 4. Dla zmiennych mierzonych na skali porzadkowej w formule (7) stosuje
sie podstawienie (Walesiak [1993a], s. 44-45):

1 jezeli Xjj > Xpj (xkj > xrj)
alpj (b/a‘j) =< 0 Jezeh xl-j :xpj (x/g :x':].), dla p= k,l; r =i,l. (9)
-1 jezeli Xjj < Xpj (x,g. <xrj)

Wtedy w mianowniku wzoru (7) pierwszy czynnik oznacza liczbg relacji wigkszo-
$ci i mniejszosci okreslong dla obiektu i, czynnik drugi za$ liczbg relacji wigkszo-
$ci i mniejszo$ci okreslona dla obiektu 4.

Miara o postaci (7) z podstawieniem (8) jest stosowana jako miara odlegtosci
dla zmiennych mierzonych na skali przedziatlowej i (lub) ilorazowej. Wprowadze-
nie do wzoru (7) podstawienia (9) oznacza, ze jest to miara odlegtosci dla zmien-
nych mierzonych na skali porzadkowej. Plynie stad wniosek, ze miary (7) nie moz-
na stosowac bezposrednio, gdy zmienne sg mierzone jednoczesnie na réznych ska-
lach. Zastosowanie miary (7) z podstawieniem (9) rozwigzuje czgsciowo ten pro-
blem, ale wtedy zostaje ostabiona skala pomiaru dla grupy zmiennych mierzonych
na skali przedzialowej i (lub) ilorazowej (zostaja one przeksztalcone w zmienne
porzadkowe, poniewaz w obliczeniach uwzglgdniane sg tylko relacje wigkszosci,
mniejszosci i rownosci).

Uogolniona posta¢ miary odleglosci, w ktorej uwzglednia si¢ wagi zmien-
nych, okreslona jest wzorem (por. Walesiak [1999], s. 170):

m m n
2 Wi aigbig + 2, D W ayiby;
j=1

j=1 I=1
1 I#i, k
dig =75 - T (10)
m n ) m n ) 2
22 2 wiai - 20D Wby

j=li=1 j=1I=1

m
gdzie w; —waga j-tej zmiennej spetniajaca warunki: w; €(0;m), Zw i =m.

Jj=1

Miara odleg{oéci dy. o postaci (10) (zob. Walesiak [1999], s. 171):
— moze by¢ stosowana w sytuacji, gdy obiekty opisane sa zmiennymi mierzonymi
na skali ilorazowej, przedziatowej lub porzadkowej;
— przybiera wartosci z przedziatu [0; 1]; warto$¢ 0 oznacza, ze dla porownywanych
obiektow i, k miedzy odpowiadajacymi sobie obserwacjami na zmiennych za-
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chodzg tylko relacje rownosci. W razie podstawienia (9) warto$¢ 1 oznacza, ze
gdy dla pordwnywanych obiektéw 7, k miedzy odpowiadajacymi sobie obserwa-
cjami na zmiennych porzadkowych zachodza tylko relacje wigkszo$ci (mniejszo-
sci) lub relacje wigkszosci (mniejszosci) oraz relacje rownosci, jezeli relacje te sg
zachowane w stosunku do pozostatych obiektéw (a wiec obiektow o numerach
1=1,2,...,n; gdzie [ #i,k);

- spelnia warunki: nieujemnosci dy >0, zwrotnosci d; =0, symetrycznosci
dy, =dy; (dlawszystkich i,k =1,2,...,n);

- nie zawsze spelmia warunek nieréwnosci trojkata (potwierdzity ten wniosek
przeprowadzone analizy symulacyjne);

— istnieje przynajmniej jedna para obiektow w zbiorze badanych obiektéw A, dla
ktorej obserwacje na zmiennych nie sa identyczne (dla unikniecia zera w mia-
nowniku d;; ); ,

- nie zmienia wartosci w wyniku transformacji wartosci zmiennych za pomoca
dozwolonego na danej skali przeksztalcenia matematycznego (na skali porzadko-
wej — dowolna Scisle monotonicznie rosnaca funkcja; na skali przedziatowej —

funkcja liniowa; na skali ilorazowej — funkcja liniowa jednorodna®).

W literaturze z zakresu statystycznej analizy wielowymiarowej nie zapropo-
nowano dotychczas innych miar odleglosci dla zmiennych porzadkowych. Miara
odlegtoéci Kendalla ([1966], s. 181) o postaci (11) nie jest typowa miarg dla
zmiennych porzadkowych:

2
7 (x5 = %)
dig =Y ——", (11
=1 7

gdzie 5; — odchylenie standardowe dla j-tej zmienne;.

Zastosowanie tej miary odleglosci wymaga uprzedniego porangowania obser-
wacji. Formuta ta jest w rzeczywisto$ci kwadratem odlegtosci euklidesowe;]
(po uprzedniej normalizacji zmiennych polegajacej na podzieleniu wszystkich
obserwacji przez ich wariancj¢). Kwadrat odlegtosci euklidesowej wolno, z punktu
widzenia teorii pomiaru, stosowaé tylko dla zmiennych ze skali przedziatowej
i (lub) ilorazowej. Miara odlegtosci Kendalla nie jest typowa miarg dla zmiennych
mierzonych na skali porzadkowej, stosujac ja bowiem, zaklada sig, ze odleglosci
pomiedzy sasiednimi wartosciami na skali porzadkowej sg sobie rowne (na skali
porzadkowej odleglosci migdzy dowolnymi dwiema wartoSciami nie s3 znane).
Takich propozycji jak powyzsza w literaturze jest wigcej (zob. np. Kaufman 1
Rousseeuw [1990], s. 30). Przyjmuje si¢ wtedy upraszczajace zatozenie, ze rangi sg
mierzone co najmniej na skali przedziatowej (wtedy dopuszcza si¢ wyznaczanie
r6znic miedzy wartosciami skali).

4 Zob. Cegietka, Stachowski i Szymaniski [2000], s. 79.

77



Miarg podobienstwa obiektow 4;, 4; wykorzystywana w sytuacji, gdy sa one
opisane za pomoca zmiennych nominalnych wielostanowych, zaproponowali
Sokal i Michener (por. Kaufman i Rousseeuw [1990], s. 28):

m .
Z(lhgi(kj))'
dy =22 S (12)

m m

gdzie: m, — liczba zmiennych, dla ktérych migdzy obiektami A4;, A4; zachodzi
relacja rownosci,
m — liczba zmiennych,
1 gdy miedzy obiektami dla wynikéw pomiaru na zmiennej j-tej
O _ zachodzi relacja rownosci,
8ik" =10 gdy miedzy obiektami dla wynikéw pomiaru na zmiennej j-tej
zachodzi relacja réznosci.
Miara odlegtosci obiektéw opisanych zmiennymi nominalnymi wielostano-
wymi uwzgledniajaca zréznicowane wagi zmiennych przybiera postac:

m m
(/) ()
ij(l“gik ) m= W g
dik = o = m . (13)
ZWJ
J=1
We wzorze (13) de facto wazeniu podlega relacja rownosci i roznosci. Nie

jest istotny rozklad wag dla zmiennych, dla ktérych migdzy obiektami 4;, 4 za-
chodzi relacja rownosci. Niezaleznie bowiem od rozktadu wag dla poszczegdlnych

m .
zmiennych ij gl(kj ) jest stata.
J=1
W literaturze dotyczacej wielowymiarowej analizy statystycznej wypracowano
bardzo duzo miar podobienstwa obiektow opisanych za pomoca tylko zmiennych
nominalnych binarnych. Etapem wstgpnym konstrukcji tych miar jest tab. 2.

m m m m

Niech Zaj =a, ij =b, ZCj =c, Zdj =d, gdzie a (d) oznacza liczbe
j=1 j=1 Jj=1 j=1

zmiennych, dla ktérych obiekty 4;, 4; majg zgodne wartosci wystgpowania (bra-

ku wystgpowania) odpowiedniego wariantu zmiennej — odpowiednio (+, +) i (—, —);

b (c) — liczb¢ zmiennych, dla ktorych obiekty 4;, A4, maja niezgodne wartosci

zmiennej — odpowiednio (+, ) i (-, +).
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Zestawienie wybranych miar odlegtosci obiektéw bedacych funkcja a, b, c i d
dla zmiennych nominalnych binarnych przedstawia tab. 3.

Tabela 2. Sposob kodowania zmiennych nominalnych binarnych

Zmienna X;
/ i b, 7 4,
obiekt 4 obiekt 4,
+ + 1 0 0 0
+ - 0 1 0 0
- + 0 0 1 0
- - 0 0 0 1

+ oznacza ,,wystgpuje”; — oznacza ,.nie wystgpuje”.
Zrédlo: opracowanic wiasne.

Tabela 3. Zestawienie wybranych miar odlegtosci obicktéw dla zmiennych nominalnych binarnych

Nazwa miary Odlegtos¢ d;; Wagi PfZ)'iP[iISi:;O %a;;ﬁ zgodnym
Sokala i Michenera P ZIE_'_ ri 1- " +ZI f+ 7 jednakowe
Jaccarda af-;j-c =1- a+Z+c jednakowe
Czekanowskiego 2ab++bi- == 1- 5 3‘; — Zgzz;;z:na:;;rpoomdzéiﬁx w;lga
Rogers i Tanimoto | =52 ;(Z)+ YT e (T ;::;;:s:nv;a;l:r(()pn? K?;:dxg;

7Zrodlo: opracowanie wiasne na podstawie pracy: Anderberg [1973], s. 89, 113-117.

W zagadnieniu klasyfikacji oraz skalowania wielowymiarowego w zbiorze
moga by¢ zmienne mierzone na réznych skalach pomiaru; z kolei zagadnienie po-
rzadkowania liniowego wymaga, aby w zbiorze byly zmienne mierzone przynaj-
mniej na skali porzadkowej (ze wzgledu na to, ze porzadkowanie obiektow staje
si¢ mozliwe, gdy dopuszczalne jest okreslenie na wartosciach zmiennych relacji
wiekszosci i mniejszosci).

Problem stosowania konkretnych konstrukcji miar podobienstwa w zagadnie-
niu klasyfikacji i skalowania wielowymiarowego nie wystgpuje w zasadzie wtedy,
gdy wszystkie zmienne sa mierzone na skali pomiaru jednego typu. Dla zmiennych
mierzonych na skali jednego typu istniejg rozmaite konstrukcje miar podobienistwa.
Z kolei w zagadnieniu porzadkowania liniowego wypracowano wiele konstrukcji
syntetycznych miernikéw rezwoju w przypadku, gdy w zbiorze znajduja si¢ zmienne
mierzone tylko na skali przedziatowej i (lub) ilorazowej. R6zne konstrukcje mier-
nikow odnoszacych si¢ do tych grup zmiennych oméwil m.in. Walesiak [1990].

Przy wyborze miar odlegtosci obiektow opisanych zmiennymi mierzonymi na
skali przedziatowej i (lub) ilorazowej nalezy wzia¢ pod uwagg zastosowana formu-
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¢ normalizacji wartosci zmiennych. Klasyfikacj¢ formul normalizacyjnych oraz
miar podobiefistwa obiektow z punktu widzenia skal pomiaru zmiennych przed-
stawia rys. 1.

Skala pomiaru Formuta Skal.a pormuary . .
. . L zmiennej po Miary odleglosci
zmiennej normalizacji R
normalizacji
miary odleglosci obiektow opi-
sanych za pomocg zmiennych
nominalnych (zob. Kaufman i
nominalna > Rousseeuw [1990], s. 28):
— binamnych (Rogersa i Tanimota,
Sokala i Michenera),
— wielostanowych (Sokala i Mi-
chenera)
odleglos¢ oparta na wspétczynniku
porzadkowa > korelacji tau Kendalla (zob. Wa-
lesiak [1993b; 1999; 2000])
. : st:inda.r;'::g 2, . ) —» cuklidesowa, miejska,
interwaiowa —>- | unilaryzacja, > lnterwalowa o ¢ ehyszewa, Jeflreysa-Matusita
I unitaryzacja zerowana
ilorazowa —> |P rz.eksztalccma —>» ilorazowa —» Canberra, Braya i Curtisa, Clarka
ilorazowe

Rys. 1. Klasyfikacja formut normalizacyjnych oraz miar odlegtosci obiektow
z punktu widzenia skal pomiaru zmiennych
Zrédio: zob. Jajuga i Walesiak [2000], s. 109.

Sytuacja komplikuje si¢ wtedy, gdy w zbiorze znajdujg si¢ zmienne mierzone
na skalach réznych rodzajow. Na podstawie literatury przedmiotu (por. Kaufman
i Rousseeuw [1990], s. 32-37; Kolonko [1979]; Gordon [1981], s. 25-27; Jajuga
[1989]; Walesiak [1993b]) do rozwiazania tego problemu mozna wykorzysta¢
nastgpujace sposoby:

a. Przeprowadzi¢ klasyfikacje, skalowanie wielowymiarowe i porzadkowanie
liniowe zbioru obiektow osobno dla kazdej grupy zmiennych. Gdy tak otrzymane
rezultaty sa w miarg¢ zgodne, problem mozna uzna¢ za rozwiazany. Sytuacja kom-
plikuje si¢ wtedy, gdy wyniki te znacznie odbiegaja od siebie.

b. Wykorzysta¢ w analizie tylko zmienne jednego ustalonego typu (dominu-
jacego w zbiorze zmiennych) z odrzuceniem zmiennych innego typu. Wyniki uzy-
skane na podstawie zbioru zmiennych uzyskanego w taki sposob sa na ogot bardzo
znieksztatcone (wskutek tego, ze nalezy zrezygnowac z czgsci informacji, ktore
niosa odrzucone zmienne).
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c. W praktyce zaniedba¢ to, ze zmienne sq mierzone na skalach réznych
typow, i stosowa¢ metody wilasciwe w odniesieniu do zmiennych jednego typu.
Zmienne nominalne i porzadkowe traktuje si¢ zazwyczaj tak jak przedziatowe i ilo-
razowe: stosuje si¢ wigc do nich techniki wiasciwe tym skalom. Sposéb ten, choé
atrakcyjny z aplikacyjnego punktu widzenia, jest nie do przyjecia ze wzgledow
metodologicznych (nastgpuje tu bowiem sztuczne wzmocnienie skali pomiaru).

d. Dokona¢ transformacji zmiennych tak, by sprowadzi¢ je do skali jednego
typu. Podstawowa reguta teorii pomiaru mowi, ze jedynie rezultaty pomiaru w ska-
li mocniejszej moga by¢ transformowane na liczby nalezace do skali stabszej. Wy-
nika z tego, ze wszystkie obserwacje na zmiennych nalezy przekodowa¢ na pomia-
ry na skali najstabszej. Tej operacji towarzyszy jednak utrata informacji. Propono-
wane sa roOwniez w tym wzgledzie procedury wzmacniania skal pomiaru (por. An-
derberg [1973], s. 53-69; Pociecha [1986]). Sa to aproksymacyjne metody prze-
ksztalcania skal stabszych w silniejsze, opierajace si¢ na pewnych dodatkowych
informacjach. Z punktu widzenia teorii pomiaru wzmacnianie skal jest jednak nie-
mozliwe, poniewaz z mniejszej ilosci informacji nie mozna uzyska¢ wigksze;j ilosci
informacji.

e. Poshuzy¢ si¢ metodami (miarami podobienstwa, konstrukcjami syntetycz-
nych miernikéw rozwoju) dopuszczajacymi wykorzystanie zmiennych mierzonych
na réznych skalach.

Miare odlegtosci miedzy obiektami opisanymi zbiorem zmiennych o réznych
skalach ich pomiaru zaproponowat Gower [1971]:

m
0
dy = (14)
>
j=1

Czynnik é‘f,{ ) przybiera wartos¢ 1, gdy pomiaru na zmiennej j mozna dokona¢
dla obydwu obiektow i, k. W innych sytuacjach przybiera wartosc 0.

Dla zmiennej o numerze j zmierzonej na skali nominalnej (w tym binarnych)
wielkos¢

0 gdy miedzy obiektami dla wynikéw pomiaru na zmiennej j-tej
(j) _J zachodzi relacja réwnosci,
ik 711 gdy miedzy obiektami dla wynikéw pomiaru na zmienne;j j-tej
zachodzi relacja réznosci.

(15)

Jesli w zbiorze znajduja si¢ tylko zmienne nominalne, formuta (14) przybiera
posta¢ wspoiczynnika Sokala i Michenera (12). Z kolei tylko dla zmiennych binar-
nych otrzymuje si¢ formul¢ Sokala i Michenera, zaprezentowana w tab. 3.
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Dla zmiennych o numerze j zmierzonych na skali przedziatlowej lub ilorazo-

wej di(kj) jest zdefiniowane wzorem

) (16

i
gdzie r; — rozstgp wyznaczony na podstawie wartosci j-tej zmiennej.

Gdy w zbiorze wystepuja tylko zmienne mierzone na skali przedzialowe;j i
(lub) ilorazowej, formuta (14) to odleglo$é miejska (pod warunkiem, ze wczesnie;j
przeprowadzono normalizacj¢ zmiennych z wykorzystaniem formuty przeksztatce-
nia ilorazowego o postaci z;; = x;; /ry ).

Miara odleglo$ci (14) przybiera wartosci z przedziah [0; 1]. Kaufman i Rous-
seeuw [1990], s. 35-36 zaproponowali ponadto, aby na podstawie wzoru (16) wyli-
cza¢ odleglos¢ dla zmiennych mierzonych na skali porzadkowej (po uprzednim
porangowaniu wariantow zmiennej porzadkowej). Propozycja ta jest nie do przyje-
cia z punktu widzenia teorii pomiaru, albowiem dla wyniké6w pomiaru na skali
porzadkowe] jedyng dopuszczalng operacja empiryczna jest zliczanie zdarzen (tzn.
ile mozna okresli¢ relacji mniejszosci, wigkszosci i rownosci na wartosciach tej
skali).

Miara odleglosci Gowera uwzgledniajaca zréznicowane wagi zmiennych
przybiera postac (zob. Cox i Cox [2000], s. 103):

m
Sty
dy =L, (7)
2w
j=1

3 - m 3
gdzie wl(kf ) wagi spelniajace warunki: Wx(kj ) e[0; m], ZWI(,(J ) =m.
j=1

Waga w,(kf ) = 0, gdy pomiaru na zmiennej j-tej nie mozna dokona¢ dla oby-
dwu obiektow: i, k.

Propozycja odlegtosci Gowera o postaci (14) 1 (17), cho¢ zachecajaca z empi-
rycznego punktu widzenia, budzi jednak watpliwosci. Wprawdzie odlegtos¢ ta jest
zapisana za pomocg jednego wzoru, ale jest to faktycznie zabieg sztuczny, albo-
wiem dla skal nominalnej i przedzialowej oraz ilorazowej wykorzystuje si¢ inne
wzory (odpowiednio o numerach (15) i (16)).

Dotychczas w empirycznych zastosowaniach zagadnienia klasyfikacji i po-
rzadkowania liniowego, gdy w zbiorze zmiennych wystgpowaly zmienne mierzone
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co najmniej na skali porzadkowej, wykorzystywano sposob ¢, w ktorym zmienne
porzadkowe traktowano jak zmienne przedziatlowe lub ilorazowe. Zastosowanie
formuly (10) z podstawieniem (9) pozwala wykorzysta¢ zgodny z teorig pomiaru
sposob d), w ktorym obserwacje na zmiennych przedziatlowych i ilorazowych
zostaja przekodowane na pomiary na zmiennych porzadkowych.

3. Uwagi koncowe

W artykule zaprezentowano przeglad miar odleglosci obiektow w Swietle skal
pomiaru i sposobow wprowadzania wag zmiennych. Artykut jest rozszerzong i
uzupelniona wersja artykutu Walesiaka [1994]. W nowej wersji artykut rozszerzo-
no 1 uzupeiniono problematyka dotyczaca sposobow uwzgledniania wag w formu-
fach odleglosci, nowych formut odlegtosci, nowych publikacji z omawianego za-
kresu.
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SIMILARITY MEASURES FROM THE POINT OF VIEW SCALES
OF MEASUREMENT AND VARIABLES WEIGHTS

Summary

The article contains widen version of earlier article of Walesiak [1994]. In the paper the follow-
ing problems are added and discussed:

o the classification of distance measures in the light of measurement scales,

« the construction of distance measures with variable weights,

o the new distance measures.



