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1. Wstęp 

Miarę odległości d jk między obiektami A;. Ak (i, k =1, ... , n) opisanymi zbio­

rem zmiennych o różnych skalach ich pomiaru zaproponował Gower [7] (zob. np. 
[5, s. 43-44; 6, s. 21-22; 9, s. 35-36]): 

(1) 

gdzie: j = 1, ... , m - numer zmiennej, 

o;Y) =1, gdy pomiaru na zmiennejj możemy dokonać dla obydwu obiektów 

Aj,Ak ; w innych sytuacjach o;Y) = O. 

Formuła Gowera uśrednia odległości wyznaczone dla poszczególnych zmiennych. 
Dla zmiennej o numerze j zmierzonej na skali nominalnej (w tym binarnych) 

wielkość: 

0, gdy między obiektami dla wyników pomiaru 

d (j) -
ik -

na zmiennej j-tej zachodzi relacja równości, 
(2) 

1, gdy między obiektami dla wyników pomiaru 
na zmiennej j-tej zachodzi relacja różności. 

Jeśli w zbiorze znajdują się tylko zmienne nominalne wielostanowe, formuła 
(1) z podstawieniem (2) przyjmuje postać współczynnika Sokala i Michenera (por. 
[9, s. 28]): 
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(3) 

gdzie: mr liczba zmiennych, dla których między obiektami Aj, Ak zachodzi 

relacja różności, 
m - liczba zmiennych. 

Z kolei tylko dla zmiennych binarnych otrzymuje się formułę Sokala i Miche­
nera (zob. [14, s. 28]): 

d. 	 =1- a+d , (4)
Ił a+b+c+d 

gdzie: a (d) - liczba zmiennych, dla których obiekty Aj, Ak mają zgodne wartości 

występowania (braku występowania) odpowiedniego wariantu 
zmiennej - odpowiednio (+, +) i (-, -); 

b (c) - liczba zmiennych, dla których obiekty Aj,Ak mają niezgodne warto­

ści zmiennej - odpowiednio (+, -) i (-, +). 
Etapem wstępnym konstrukcji miary (4) jest tab. l. 

Tabela L Sposób kodowania dla zmiennych nominalnych binarnych 

Zmienna X j 

aj b j Cj d j


Obiekt Aj Obiekt Ak 


+ + l O O O 
+ - O l O O 
- + O O l O 
- - O O O l 

,,+" oznacza występuje; n-" oznacza nie występuje, 

~~ aj =a, ~~ bj =b, ~m Cj =c, ~~ d j =d.
~J~ ~J~ ~J~ ~J~ 

Źródło: opracowanie własne. 

Dla zmiennych o numerze j zmierzonych na skali interwałowej lub ilorazowej 

di~) jest zdefiniowane wzorem: 

(5) 

gdzie: rj - rozstęp wyznaczony na podstawie wartościj-tej zmiennej. 
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Gdy W zbiorze występują tylko zmienne mierzone na skali interwałowej i (lub) 
ilorazowej, fonnuła (l) z podstawieniem (5) to odległość miejska (pod warunkiem, 
że wcześniej przeprowadzono normalizację zmiennych z wykorzystaniem formuły 
przekształcenia ilorazowego z podstawą normalizacji równą rozstępowi j-tej 
zmiennej - zob. [14, s. 19]). 

Miara odległości (l) przyjmuje wartości z przedziału [O; l]. Kaufman i Rous­
seeuw [9, s. 35-36] zaproponowali ponadto, aby na podstawie wzoru (5) wyliczać 
odległość dla zmiennych mierzonych na skali porządkowej (po uprzednim poran­
gowaniu wariantów zmiennej porządkowej). Propozycja ta jest nie do przyjęcia z 
punktu widzenia teorii pomiaru, ponieważ dla wyników pomiaru na skali porząd­
kowej jedyną dopuszczalną operacją empiryczną jest zliczanie zdarzeń (tzn. ile 
można określić relacji mniejszości, większości i równości na wartościach tej skali). 

Miara odległości Gowera uwzględniająca zróżnicowane wagi zmiennych 
przyjmuje postać (zob. [4, s. 103]): 

(6) 


gdzie: dj,,/l określone wzorami (2) i (5), 

wit - wagi spełniające warunki: wf1l E[O; m], L ;=1 wf1l = m . 

Waga wf1l =O, gdy pomiaru na zmiennej j-tej nie można dokonać dla obydwu 

obiektów Ą,Ak • 

Propozycja odległości Gowera o postaci (1) i jej modyfikacja (6), choć zachę­
cająca z empirycznego punktu widzenia, budzi jednak wątpliwości: 
- wprawdzie odległość ta zapisana jest za pomocą jednego wzoru, ale jest to 

faktycznie zabieg sztuczny, bowiem dla skali nominalnej, interwałowej i ilora­
zowej wykorzystuje się inne wzory (odpowiednio o numerach (2) i (5», 

- propozycja ta stosuje niedopuszczalną, z punktu widzenia teorii pomiaru, for­
mułę (5) dla zmiennych mierzonych na skali porządkowej. 

2. U ogólniona miara odległości a skale pomiaru zmiennych 

W pracy Walesiaka [13] zaproponowano uogólnioną miarę odległości GDM 
(Generalised Dis/ance' Measure), w konstrukcji której wykorzystano ideę uogól­
nionego współczynnika korelacji obejmującego współczynnik korelacji liniowej 
Pearsona i współczynnik korelacji tau Kendalla (zob. [10, s. 19; 11, s. 266]): 
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gdzie: dik (Sik) - miara odległości (podobieństwa) między obiektami Ą, Ak' 

W i - waga j-tej zmiennej spełniająca warunki: wi e (O; m), 

~m W. =m,
~i:l J 

i, k, l = l, ... , n - numer obiektu, 
j =l, ... , m - numer zmiennej. 
W uproszczonej postaci formułę odległości (7) można zapisać jako: 

(8) 

Stosowanie konkretnych konstrukcji miar odległości (8) jest uzależnione od 
skal pomiaru zmiennych. Dla zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub) 
interwałowej w formule (8) stosowane jest podstawienie: 

aipj = Xii -:- x pi dla p = k, l 
(9)

bkri =xki - xrj dla r = i, l ' 

gdzie: Xii (Xki,X/i ) - i-ta (k-ta, l-ta) obserwacja naj-tej zmiennej. 

Zasób informacji skali porządkowej jest nieporównanie mniejszy. Jedyną do­
puszczalną operacją empiryczną na skali porządkowej jest zliczanie zdarzeń (tzn. 
wyznaczanie liczby relacji większości, mniejszości i równości). W związku z tym 
w konstrukcji miernika odległości musi być wykorzystana informacja o relacjach, 
w jakich pozostają porównywane obiekty w stosunku do pozostałych obiektów ze 
zbioru A. Dla zmiennych mierzonych na skali porządkowej w formule (8) stosuje 
się podstawienie [12, s. 44-45]: 
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jeżeli xij > x pj (xkj > xI]) 


jeżeli xij =X pj (xkj =xl])' dla p =k, l; r = i, l. (10) 


jeżeli xij < X pj (xkj < xI] ) 


Wtedy w mianowniku wzoru (8) pierwszy czynnik oznacza liczbę relacji więk­
szości i mniejszości określoną dla obiektu i, czynnik drugi zaś liczbę relacji więk­
szości i mniejszości określoną dla obiektu k. 

Zasób informacji skali nominalnej zezwala na zliczanie zdarzeń, tzn. wyzna­
czanie liczby relacji równości i różności. W związku z tym w konstrukcji miernika 
odległości musi być wykorzystana tego typu informacja. W mianowniku wzoru (8) 
czynniki iloczynu oznaczają liczbę relacji równości i różności określoną dla obiek­

m n m n 

tu i oraz k, zatem L L Wjaj~j =L L wi;lj = m(n -1).
j=1 1=1 j=1 1=1 

Dla zmiennych mierzonych na skali nominalnej w formule (8) stosuje się pod­
stawienia: 

a) dla porównywanych obiektów i, k 

l dla Xij = xkj{ (11a)ajk} .bkij = _l dla 
xij -:t xk} , 

b) dla pozostałych obiektów (l = 1, ... , n; l -:t i, k) 

Jeśli w zbiorze znajdują się tylko zmienne nominalne wielostanowe, formuła 
(8) z podstawieniem (11a) i (11 b) przyjmuje postać [14, s. 27]: 

(12) 


gdzie: djV) określone wz?rem (2), 

wj - wagaj-tej zmiennej spełniająca warunki: wj E (O; m), L7=1 wj = m. 

We wzorze (12) ważeniu podlega de facto relacja równości i różności. Nie jest 
istotny rozkład wag dla zmiennych, dla których między obiektami Ą,Ą zachodzi 

relacja różności. Niezależnie bowiem od rozkładu wag dla poszczególnych zmien­

nych L7=1 wjdjV> jest stała. 
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3. Konstrukcja miary odległości umożliwiająca pomiar 
podobieństwa obiektów opisanych zmiennymi mierzonymi 

na różnych skalach pomiaru 

Konstrukcja miary odległości dik , która umożliwia uwzględnienie w badaniach 

zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub) interwałowej (1), porządkowej 
(P), nominalnej (N), bazuje na propozycji zawartej w pracy [2, s. 152]: 

d - wldi: 
ik -

+ w2d: + w3d~ 
, (13) 

wI +w2 +w3 

gdzie: N (P, l) - podzbiór zmiennych nominalnych (porządkowych, interwało­
wych i ilorazowych), 

wI (w2 ' w3 ) - wagi przypisane odległościom wyznaczonym na podstawie 

zmiennych nominalnych (porządkowych, interwałowych i ilo­
razowych), 
w1' w2 ' w3 E (O,m); 

wI + w2 + w3 = m (liczba zmiennych). 

Wagi wI ' w2 ' W3 mogą oznaczać liczbę zmiennych w poszczególnych podzbio­

rach lub merytoryczną ważność poszczególnych podzbiorów zmiennych w wyzna­
czeniu miary odległości d ik o postaci (13). 

Formuła o postaci (13) 1,lśrednia odległości cząstkowe wyznaczone na podsta­
wie poszczególnych podzbiorów zmiennych (nominalnych, porządkowych, inter­
wałowych i ilorazowych). 

Miara odległości dik o postaci (13): 

- może być stosowana w sytuacji, gdy obiekty opisane są zmiennymi mierzony­
mi na skali ilorazowej i (lub) interwałowej, porządkowej oraz nominalnej, 

- przybiera wartości z przedziału [O; l]; wartość Ooznacza, że dla porównywa­
nych obiektów i, k między odpowiadającymi sobie obserwacjami na zmiennych 
zachodzą tylko relacje równości, 

- spełnia warunki: nieujemności, zwrotności, symetryczności (dla wszystkich 
i, k= 1, ..., n), 

- istnieje przynajmniej jedna para obiektów w zbiorze badanych obiektów A, dla 
której obserwacje na zmiennych nie są identyczne (dla uniknięcia zera w mia­

nowniku di~ i di~ ), 
- nie zmienia wartości w wyniku transformacji wartości zmiennych za pomocą 

dozwolonego na danej skali przekształcenia matematycznego (na skali nominal­
nej: funkcja wzajemnie jednoznaczna; na skali porządkowej: dowolna ściśle mo­
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notonicznie rosnąca funkcja; na skali interwałowej: funkcja liniowa; na skali ilo­
razowej: funkcja liniowa jednorodna, zob. [3, s. 79]). 

4. Podsumowanie 

W pracy Walesiaka [13] zaproponowano uogólnioną miarę odległości GDM, 
która umożliwia uwzględnienie w badaniach zmiennych mierzonych na skali: 
a) ilorazowej i (lub) interwałowej, b) porządkowej. W artykule zaproponowano 
wersję miary odległości GDM uwzględniającą zmienne mierzone na skali nomi­
nalnej. Ponadto zaproponowano konstrukcję miary odległości umożliwiającą po­
miar podobieństwa obiektów opisanych zmiennymi mierzonymi na różnych ska­
lach pomiaru. Formuła ta uśrednia odległości cząstkowe wyznaczone na podstawie 
poszczególnych podzbiorów zmiennych (odpowiednio nominalnych, porządko­
wych, interwałowych i ilorazowych). 
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