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MIARA ODLEGLOSCI OBIEKTOW OPISANYCH ZMIENNYMI
MIERZONYMI NA ROZNYCH SKALACH POMIARU

1. Wstep

Miarg odleglosci d,, migdzy obiektami A;, A, (i, k =1, ..., n) opisanymi zbio-

rem zmiennych o réznych skalach ich pomiaru zaproponowal Gower [7] (zob. np.
[5,s. 43-44; 6, 5. 21-22; 9, s. 35-36]):
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gdzie: j=1, .., m— numer zmiennej,
é ,.5"' )=1 , gdy pomiaru na zmiennej j mozemy dokona¢ dla obydwu obiektéw
A;, A, ; w innych sytuacjach 5,&" )=0.

Formuta Gowera u$rednia odleglosci wyznaczone dla poszczeg6lnych zmiennych.

Dla zmiennej o numerze j zmierzonej na skali nominalnej (w tym binamych)
wielkos¢:
0, gdy migdzy obiektami dla wynikéw pomiaru
, na zmiennej j-tej zachodzi relacja rownosci,
di = @)
1, gdy migdzy obiektami dla wynikéw pomiaru

na zmiennej j-tej zachodzi relacja r6znosci.

Jesli w zbiorze znajduja sig¢ tylko zmienne nominalne wielostanowe, formuta
(1) z podstawieniem (2) przyjmuje posta¢ wspéiczynnika Sokala i Michenera (por.
[9, s. 28]):
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gdzie: m, — liczba zmiennych, dla ktérych mlqdzy obiektami A;, A, zachodzi

relacja roznosci,
m - liczba zmiennych.
Z kolei tylko dla zmiennych binarnych otrzymuje si¢ formulg Sokala i Miche-

nera (zob. [14, s. 28]):

+d
—2=< @
a+b+c+d
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gdzie:a (d) — liczba zmiennych, dla ktérych obiekty 4;,4, maja zgodne wartosci
wystgpowania (braku wyst¢gpowania) odpowiedniego wariantu
zmiennej — odpowiednio (+, +) i (-, -);
b (c) - liczba zmiennych, dla ktérych obiekty 4;,4, maja niezgodne warto-
$ci zmiennej — odpowiednio (+, <) i (-, +).
Etapem wstgpnym konstrukcji miary (4) jest tab. 1.

Tabela 1. Spos6b kodowania dla zmiennych nominalnych binarnych

Zmienna X i
. - a; bj <j d;
Obiekt A; Obiekt A,
+ + 1 0 0 0
+ - 0 1 0 0
- + 0 0 1 0
- - 0 0 0 1

-+ 0znacza wystgpuje; ..~ oznacza nie wystepuje,

=c, i=a.
-11 “J ’ J,J o1

Zrédlo: opracowanie whasne.

Dla zmiennych o numerze j zmierzonych na skali interwatowej lub ilorazowe;
d ,(,{ ) jest zdefiniowane wzorem:

di(,‘j) =-——le ;ijl s

&)

gdzie: r; —rozstgp wyznaczony na podstawie wartosci j-tej zmienne;.
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Gdy w zbiorze wystgpuja tylko zmienne mierzone na skali interwatowej i (lub)
ilorazowe;j, formuta (1) z podstawieniem (5) to odlegto$¢ miejska (pod warunkiem,
Ze wczesniej przeprowadzono normalizacj¢ zmiennych z wykorzystaniem formuty
przeksztalcenia ilorazowego z podstawa normalizacji rowna rozstgpowi j-tej
zmiennej — zob. {14, s. 19]).

Miara odleglosci (1) przyjmuje wartosci z przedziatu [0; 1]. Kaufman i Rous-
seeuw [9, s. 35-36] zaproponowali ponadto, aby na podstawie wzoru (5) wyliczaé
odlegto$¢ dla zmiennych mierzonych na skali porzadkowej (po uprzednim poran-
gowaniu wariantéw zmiennej porzadkowej). Propozycja ta jest nie do przyjecia z
punktu widzenia teorii pomiaru, poniewaz dla wynikéw pomiaru na skali porzad-
kowej jedyna dopuszczalng operacja empiryczng jest zliczanie zdarzen (tzn. ile
~ mozna okres$li¢ relacji mniejszosci, wigkszoéci i rownoéci na wartoéciach tej skali).

Miara odleglosci Gowera uwzglgdniajaca zréznicowane wagi zmiennych
przyjmuje postaé (zob. [4, s. 103]):

Z 2o w'(,;l)d(_l)

d, = ,
S w YW

gdzie: d{ okreslone wzorami (2) i (5),
W)

(6)

— wagi spelniajace warunki: w{ € [0; m] E lw'(k;)_m

Waga w{’ =0, gdy pomiaru na zmiennej j-tej nie mozna dokona¢ dla obydwu

obiektow A, A, .

Propozycja odlegto$ci Gowera o postaci (1) i jej modyfikacja (6), cho¢ zacheg-
cajaca z empirycznego punktu widzenia, budzi jednak watpliwosci:

-~ wprawdzie odleglo$¢ ta zapisana jest za pomoca jednego wzoru, ale jest to
faktycznie zabieg sztuczny, bowiem dla skali nominalnej, interwatowe;j i ilora-
zowej wykorzystuje si¢ inne wzory (odpowiednio o numerach (2) i (5)),

—~ propozycja ta stosuje niedopuszczalna, z punktu widzenia teorii pomiaru, for-
mutl¢ (5) dla zmiennych mierzonych na skali porzadkowe;j.

2. Uogdlniona miara odleglosci a skale pomiaru zmiennych

W pracy Walesiaka [13] zaproponowano uogdlniong miarg odlegtosci GDM
(Generalised Distance Measure), w konstrukcji ktérej wykorzystano ideg uogoél-
nionego wspoiczynnika korelacji obejmujacego wspétczynnik korelacji liniowej
Pearsona i wspdlczynnik korelacji tau Kendalla (zob. [10, s. 19; 11, s. 266]):
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m ”m n
2 Wb + 2 Z w;a;by;

j=l j=t 1=l

1 I#i k
dik=(l"sik)/2=_‘ = l’(7)
2
m 2 m n 2 m 2 m n 2
2A| Y wian + Y, Dwiah | Ywby + Y, Y, wbi
j=1 j=t 1= j=i j=1 1=t
I#ik I#ik

gdzie: d, (s,) — miara odleglosci (podobienstwa) migdzy obicktami A;, 4, ,

w; — waga j-tej zmiennej spelniajaca warunki: w;€ (0; m),
m —
Wi =m,

i,k,l=1, ..., n — numer obiektu,
Jj=1,..,m — numer zmiennej.
W uproszczonej postaci formulg odleglosci (7) mozna zapisa¢ jako:

m m n
2 Wi+ X W b

j=1 j=1 I=1

1 #i
dik=(1—sik)/2=5_ bk T (®)

Stosowanie konkretnych konstrukcji miar odlegtosci (8) jest uzaleznione od
skal pomiaru zmiennych. Dla zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub)

interwatowej w formule (8) stosowane jest podstawienie:
Qi =X = X, dla p=kl

)

gdzie: x; (x,%,) —i-ta (k-ta, I-ta) obserwacja na j-tej zmienne;.

Zaséb informacji skali porzadkowej jest nieporéwnanie mniejszy. Jedyna do-
puszczalng operacja empiryczna na skali porzadkowe;j jest zliczanie zdarzen (tzn.
wyznaczanie liczby relacji wigkszo$ci, mniejszosci i rownosci). W zwiazku z tym
w konstrukcji miernika odleglo$ci musi by¢ wykorzystana informacja o relacjach,
w jakich pozostaja porownywane obiekty w stosunku do pozostatych obiektow ze
zbioru A. Dla zmiennych mierzonych na skali porzadkowej w formule (8) stosuje
si¢ podstawienie [12, s. 44-45]:
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1 jezeli x;>x, (xkj >x, )
a,(biy)=1 0 jezeli x,=x,(x, = ,j), dlap=k l;r=il.  (10)
-1 jezeli x; <x, \x,; <x,

Wtedy w mianowniku wzoru (8) pierwszy czynnik oznacza liczbg relacji wigk-
szosci 1 mniejszo$ci okreslona dla obiektu i, czynnik drugi za$ liczbe relacji wiek-
szosci i mniejszosci okre$long dla obiektu k.

Zas6b informacji skali nominalnej zezwala na zliczanie zdarzen, tzn. wyzna-
czanie liczby relacji rownoéci i réznosci. W zwiazku z tym w konstrukcji miernika
odlegtosci musi byé wykorzystana tego typu informacja. W mianowniku wzoru (8)
czynniki iloczynu oznaczaja liczbe relacji rownosci i réznosci okreslong dla obiek-

m n m n
tu i oraz k, zatem 2 2 way; =2 Z w;bg; =m(n-1).

j=1 1=l j=11=1
Dla zmiennych mierzonych na skali nominalnej w formule (8) stosuje sig pod-
stawienia:
a) dla por6wnywanych obiektéw i, k

gy by = L M K= (11a)
WORT-1 dla x;#x”

b) dla pozostatych obiektow (I =1,...,n;1 %1, k)

1 dla x; 2 X SX Y Xy Xy Xy
al HJ__{ (U ki i if » ki II) .(llb)

1 dla x,.j#x,q. X Xy # Xy V Xy FE XS X = Xy V Xy = X5 X # %)

Jesli w zbiorze znajduja si¢ tylko zmienne nominalne wielostanowe, formuta
(8) z podstawieniem (11a) i (11b) przyjmuje postaé [14, s. 27]:

21_1 ,d(’)_z ’ w,dy
2 ™

gdzie: dY okreslone wzorem (2),

dy = , (12)

w; — waga j-tej zmiennej spelniajaca warunki: w; € (0; m), le w;=m.
We wzorze (12) wazeniu podlega de facto relacja rownosci i roznosci. Nie jest
istotny rozktad wag dla zmiennych, dla ktérych mi¢dzy obicktami A, A, zachodzi
relacja rozno$ci. Niezaleznie bowiem od rozkladu wag dla poszczegdlnych zmien-

nych E';:l wdi) jest stata.
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3. Konstrukcja miary odleglosci umozliwiajaca pomiar
podobienstwa obiektéw opisanych zmiennymi mierzonymi
na réznych skalach pomiaru

Konstrukcja miary odleglosci d,, , ktéra umozliwia uwzglednienie w badaniach

zmiennych mierzonych na skali ilorazowej i (lub) interwatowej (/), porzadkowe;j
(P), nominalnej (N), bazuje na propozycji zawartej w pracy [2, s. 152]:

N P 1
_ wdy +wyd +widy,

di
W+ w, +wy

(13)

gdzie: N(P, ) — podzbidér zmiennych nominalnych (porzadkowych, interwato-

wych i ilorazowych),

w(w,,w;) — wagi przypisane odleglo§ciom wyznaczonym na podstawie
zmiennych nominalnych (porzadkowych, interwalowych i ilo-
razowych),
wy, Wy, w3 € (0,m);

w, + w, + w; =m (liczba zmiennych).

Wagi w,,w,,w,; moga oznacza¢ liczbg zmiennych w poszczegdlnych podzbio-
rach lub merytoryczna waznos$¢ poszczegdlnych podzbioréw zmiennych w wyzna-
czeniu miary odleglodci d,, o postaci (13).

Formula o postaci (13) usrednia odleglosci czastkowe wyznaczone na podsta-
wie poszczeg6lnych podzbioréw zmiennych (nominalnych, porzadkowych, inter-
watowych i ilorazowych).

Miara odleglosci d,, o postaci (13):

— moze by¢ stosowana w sytuacji, gdy obiekty opisane sa zmiennymi mierzony-
mi na skali ilorazowej i (lub) interwatowej, porzadkowej oraz nominalnej,

— przybiera wartoSci z przedziatu [0; 1]; wartosé 0 oznacza, ze dla por6wnywa-
nych obiektéw i, k migdzy odpowiadajacymi sobie obserwacjami na zmiennych
zachodza tylko relacje rowno$ci,

— spelnia warunki: nieujemno$ci, zwrotnosci, symetryczno$ci (dla wszystkich
Lbk=1,..,n),

— istnieje przynajmniej jedna para obiektdw w zbiorze badanych obiektéw A, dla
ktérej obserwadcje na zmiennych nie sa identyczne (dla uniknigcia zera w mia-
nowniku d;f i dj; ),

— nie zmienia warto$ci w wyniku transformacji wartosci zmiennych za pomoca
dozwolonego na danej skali przeksztalcenia matematycznego (na skali nominal-
nej: funkcja wzajemnie jednoznaczna; na skali porzadkowej: dowolna $cisle mo-
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notonicznie rosngca funkcja; na skali interwatowej: funkcja liniowa; na skali ilo-
razowej: funkcja liniowa jednorodna, zob. [3, s. 79]).

4. Podsumowanie

W pracy Walesiaka [13] zaproponowano uogdlniong miarg odlegtosci GDM,
ktéra umozliwia uwzglednienie w badaniach zmiennych mierzonych na skali:
a) ilorazowej i (lub) interwalowej, b) porzadkowej. W artykule zaproponowano
wersj¢ miary odleglosci GDM uwzgledniajaca zmienne mierzone na skali nomi-
nalnej. Ponadto zaproponowano konstrukcje¢ miary odleglosci umozliwiajaca po-
miar podobienstwa obiektow opisanych zmiennymi mierzonymi na réznych ska-
lach pomiaru. Formuta ta usrednia odlegtosci czastkowe wyznaczone na podstawie
poszczegblnych podzbioréw zmiennych (odpowiednio nominalnych, porzadko-
wych, interwatowych i ilorazowych).
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