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W ostatnich latach w literaturze filozoficznej obsaje st wzmazone zainteresowanie
koncepcjami prawdy. Pojawigjsie nowe artykuty; padaj coraz to nowe argumenty
zwolennikéw i przeciwnikéw danego stanowiska filizenego® Tymczasem ju w 1933
roku w pracy ,Pajcie prawdy w ¢zykach nauk dedukcyjnych” Alfred Tarski przedstawit
stynrg definicie pojecia prawdy, ktora weszta do kanonu wspotczesnekilo§ojawia s¢
pytanie o relag pomidzy wspoétczesnymi dyskusjami a klasycznymi raoganiami,
wypracowanymi w ramach dwudziestowiecznej logikzyQ@iczestnicy tych dyskusji uwaija
klasyczne podégie za b¢dne lub niezadowalage? J&li tak, to z jakich powoddéw? Celem
artykutu kzdzie przedyskutowanie tej vélaie kwestii. Gidwna obserwacjadrie polega na
tym, ze uczestnicy wielu (cliooczywgcie nie wszystkich) wspoétczesnych dyskusji na temat
prawdy stawiaj sobie inne cele teoretycznezfiarski w latach trzydziestych. g8t bierze sj

réznica podejc: nie poszukuyj oni definicji prawdy, lecz zadowalgej teorii prawdy. W

v, o

l. Definicje prawdy

Nie bede tu przedstawiat w szczegdtach konstrukcji zawantdjlasycznej pracy Tarskiego.
Ogranicz si¢ jedynie do szkicowego zarysu oraz paru uwag, kbddg dla nas istotne ze
wzgledu na omawiane tutaj zagadnienie.

Rozwaamy danyg¢zyk przedmiotowyL, w ktérym predykat prawdy dla zdléego gzyka
nie wystpuje. Konstrukaj przeprowadzamy w metayku M, zawieragcym, dla kadego
zdaniag jezyka przedmiotowego, przekiagl na metajzyk. Celem Tarskiego byto podanie
definicji prawdy, spetniacej warunki formalnej poprawikoi oraz materialnej adekwatfu.

A zatem:
Formalna poprawng’: Definicja prawdy powinna méepost&:

dla kazdego zdani® jezykal, Tr(p) wtedy i tylko wtedy, gdy,

! Te nowe dyskusje odnajdzie czytelnik np. w talpchcach jak Halbach [1999] i [2001], Horwich [1990]
Ketland [1999], Sheard [1994] i [2001], Shapiro 989



gdzie a to formuta metajzyka nie zawieraca definiowanego predykatury’. (W istocie,
Tarski wymagat, by w definicji prawdy nie wygity zadne niezdefiniowane terminy

semantyczne).

Materialna adekwatn@: Dla dowolnego zdani@ jezyka przedmiotowego, z aksjomatow
metateorii (teorii sformutowanej w megayku, w ktérej pracujemy budig definicg

prawdy), powinno wynik&zdanie:
Tr(e) wtedy i tylko wtedy, gdyy,

gdzie y jest zdaniem metegyka, kdacym przekladem zdania. W warunku materialnej
adekwatnéci chodzi o to, by zdefiniowane przez nasc¢ptg bylo rzeczywdcie pogciem
prawdy — by spetniaty je doktadnie te zdanjayka przedmiotowego, ktore gintuicyjnie)

prawdziwe.

W ramach konstrukcji Tarskiego okle sk najpierw pogcie spetniania dla formukiyka
przedmiotowego (formuty, w odréieniu od zda, mog zawierg zmienne wolne). W
intuicyjnych terminach, formutap(x; ... X,) jezyka przedmiotowego jest spetniona przez
skaiczony cag przedmiotowa; ... a,, gdy jest ona prawdziwa o tych przedmiotach — tzn.
staje s¢ prawdziwa, jéli zinterpretujemy zmienneg; ... X, jako nazwy obiektova; ... an.
Tarski zauwaa jednakze maemy wyrazé powyzsz intuicje bez postugiwania sipojeciem
prawdy — w szczegolgoi, jesli w naszym ¢zyku wystpuje skaczenie wiele pierwotnych
predykatéw, mgemy scharakteryzowaekurencyjnie spetnianie poprzez otemie najpierw
spetniania dla formut atomowych, a potem dlazato/ch. W odpowiednio bogatej metateorii,
taka rekurencyja charakterystyk spetniania dla formutegyka przedmiotowego cdzie
mozna wyeliminowa na rzecz definicji rowniciowej. Na dalszym etapie konstrukcji
maozemy zdefiniowa pojecie prawdy dla zda(formut bez zmiennych wolnych) — powiemy,
ze zdaniegzyka przedmiotowego jest prawdziwe, gdy jest spelaiprzez pewien 4, albo
— jak st okazuje, réwnowanie — gdy jest spetnione przez pewieggabbiektow.

Kluczowa obserwacja Tarskiego polega na tym, predykat prawdy jest istotnie
metagzykowy — zdefiniowana formutaTy(x)” nie jest zdanieme¢gyka przedmiotowego.
Przyjmijmy dla uproszczeniag metagzyk zawiera w sobiecgyk przedmiotowy. Metateoria

MT spetniataby wtedy warunek:

Dla kazdegop O L MT ~ Tr(p) = o



Jednake gdyby ,Tr(X)” nalezat do gzyka przedmiotowego, to zastosowanie znanej,
godlowskiej konstrukcji przejtniowej datoby nam zdaniey jezyka L, takie ze (dla
odpowiednio silnej MT):

MT =y ==Tr(y)

Dla takiegoy, mielibysmy wtedy: MT+ Tr(y) = - Tr(y), a zatem MT bytaby sprzeczna.

Dla naszych celow, istotne jest w tym momencie gpagice pytanie: jaka metateoria
wystarcza nam do zbudowania materialnie adekwainfgrmalnie poprawnej definicji
prawdy dla ¢zyka przedmiotowego? Pamej rozwae przyktad, w ktorym za egyk
przedmiotowy wemiemy kzyk arytmetyki pierwszego ¢du z dodawaniem i maeniem.
Okazuje st, ze pewne fragmenty arytmetyki drugiegeda wystarcz do tych celow — tzn.
dla pewnych fragmentow arytmetyki drugiego rdu, istnieje formuta drugiego ¢du Tr(x),
ktéra (dowodliwie w A) jest predykatem prawdy dla zbioru Adg@czyka arytmetyki
pierwszego redu.

Za przyklad postzy tu teoria oznaczana zwykle jako A@A arytmetyka drugiego
rzedu z arytmetycznym wyedianiem i arytmetycznindukcp.? Aksjomaty tej teorii mona
podzielt na trzy grupy. Pierwgzz nich utworz aksjomaty arytmetyki Peano (PA) — tedh
aksjomaty pierwszego ¢du. Drug grupe utworzz wybrane arytmetyczne podstawienia
schematu wyriniania:

OxOX...ZOn[n0OZ=¢(n)].

LArytmetycznym podstawieniem” nazywamy tu rezultestawienia w miejsce dowolnej
formuty jezyka arytmetyki drugiego ¢du, w ktorejzadna zmienna drugiegoedu nie jest
zwigzana kwantyfikatorem. W miejsce trzech kropek hnalez kolei wstawt ciag
kwantyfikatorow ogolnych — konkretny przypadek @aksatu wyr@niania utworzy zatem
dowolne uniwersalne domlgtie arytmetycznego podstawienia formuty drugiegeduz

, [ ZOn[nOZ=¢(n)]”. Obowigzuje przy tym nagpujace ograniczenie: w miejsce wolno
nam wstawd wytacznie formu¢, w ktoérej nie wysipuje zmienn& (w przeciwnym wypadku
dostalibymy: [Z (On [n 0 Z=n [0 Z], a zatem nasza teoria okazatalysgrzeczna).

Trzech grup; aksjomatow teorii ACA tworza podstawienia schematu indukcji. Trzeba

tu sformutow@ podobne zastrzenie jak w przypadku schematu wynéania — przyjmiemy,

2 Zob. Simpson [1999].



ze w schemacie indukcji wolno nam podstawiaytacznie te formuty, w ktorychzadna
zmienna drugiego edu nie jest zwjzana. W ten sposéb oktena teoria ACA jest
konserwatywnym rozszerzeniem PA — nie dowadrinego twierdzeniazyka arytmetyki

pierwszego radu, ktdre nie bytoby dowodliwe juv samej PA. Ustala to porsizy fakt.

Fakt 1. ACA( jest konserwatywnym rozszerzeniem PA.

Idea dowoduWystarczy tu zauway¢, ze kazdy modelM dla PA da si rozszerzy do modelu
dla ACA,. Niech mianowicieD bedzie rodzim wszystkich podzbiorow uniwersum modéiu
definiowalnych z parametrami W za pomog formut jezyka PA. Rozwzamy nasipnie
model M, D), w ktorym interpretujemy zmienne drugieg@da jako przebiegage zbiorD.
Okazuje s} wowczas,ze (M, D) spetnia ACA. Wnioskujemy z tegoze ACA, jest
konserwatywna nad PA, gdW jest dowolny.

|
Chat ACA( jest konserwatywnym rozszerzeniem PA, istniejenida gzyka arytmetyki

drugiego rzdu, ktéra (dowodliwie w ACH) jest predykatem prawdy dla zdgezyka

arytmetyki pierwszego ezlu. Fakt ten ustala napujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Istnieje formutalr(x) jezyka arytmetyki drugiego ¢gu, takaze:
Dla dowolnego zdania jezyka arytmetyki pierwszegogdu, ACAy - Tr(op) = o.

Dowod: Dla zdaniap jezyka pierwszego exlu, oznaczmy przegk(¢) rang ¢. Rangad to

informacja, ile krokdéw konstrukcyjnych potrzebujendo zbudowaniap z elementow
sktadowych. | tak: ranga formuty atomowej (czyliwmdosci miedzy termami) wynosi O,
natomiast ranga koniunkcji, negacji i kwantyfikagist zawsze wksza od rangi formut

skiadowych.

Dysponugc pogciem rangi, meemy okréli¢ teraz dwuargumentowy predykafn, X)
0 intuicyjnym odczytaniu X jest zbiorem prawdziwych zdajezyka PA o randzen”.
Formuta tr(n, X)” ma nas¢pujacy ksztatt:
Oy O X [Senfy) Ork(y) <n] O

OO0y [rk(y) =0= (yOX=0O,sOTne (y= "t =s' Oval(t) = val(s)))] O

O00¢, ¢ O Sent [(rk(¢) <nOrk(P) <n) =



S[(f-¢'OX=¢OX)O(o 0Oy OX=¢OXOWOX)] O

O0¢6(X) OFmM[rk(¢(X)) <n=

= ("Ox¢(x)' OX=Dzsubd(x), S*(0)x) O X))].

Wyrazenie ,Tnt™ to arytmetyczny predykat oznacaey zbiér stalych terméwepyka PA,
Sentto zbiér zda jezyka PA, z& przezsul(d(x), S*(0)/X) rozumiemy rezultat podstawienia
za zmieng X w formule¢ termu o postaci§... §0)”, w ktérym symbol nagpnika powtarza
Si¢ zrazy.

Nastpnie okrdlamy formuk , Tr(x)” jako:

Ch OX [tr(n, X) Ox O X].

FormutaTr(x) méwi: dla pewnegm, x nalezy do zbioru prawdziwych zdarangi mniejszej
lub réwnejn.

Dalsze rozumowanie przedstawia sastpujaco:

Fakt 3. ACAo - Ox, y OX, Y [(x<y Otr(x, X) Otr(y, Y)) = Y|x=X],

gdzieY|xto ograniczenie zbior¥ do zda rangi co najwyej x.
Fakt 4. Dla dowolnej liczby naturalnej, ACA, dowodzi:
OX [tr(n, X) = X =Try),

gdzie warunek X=Try" znaczy. Q[ OX=Try(Y)]”. Wyrazenie ,Try(g)” to
arytmetyczny predykat prawdy dla Zdangi nie wgkszej ni n.
Uzyskujemy wec wniosek:

OnON ACA, | OXtr(n, X),
biorac bowiemn [0 N, uzyskamy przez wytdianie istnienie zbiorX takiegoze X = Tr,,.

Dwa powysze fakty wystarez juz do wykazania,ze dla dowolnego zdanig jezyka
arytmetyki pierwszego edu, ACA, dowodzi: Tr(p) = ¢ (czyli: nasze pecie prawdy jest
materialnie adekwatne, dowodliwie w AGA Niech mianowiciep bedzie zdaniemezyka
arytmetyki pierwszego ezlu o randzen. Pracujc w ACA,, zalzmy ¢. Skoroe jest rangin,

uzyskamyTr,(¢). Korzystajc z Faktu 4, ustalmy réwne Tr,. Mamy woéwczasir(n, YY), a
przy tym ¢ O0Y, zatemTr(¢). W ten sposob otrzymujemy dowodd pierwszej impaljka

Dowodzc implikacji odwrotnej, znéw pracujemy w AGA zaktadamyTr(¢). Definicja



predykatuTr pozwala nam wybtaX orazs takie ze tr(s, X) ¢ [0 X. Okazuje si wtedy, ze
n<s, gdyz n jest rang formuty ¢ nalezagcej doX. Na mocy Faktu 4 meemy wybra zbiérY
taki ze tr(n, Y). Wowczas z Faktu 3y = X|n, wiec ¢ [0 Y. Skoro na mocy Faktu ¥ =Trp,

uzyskujemy:Try(¢). Ale ¢ jest formuj rangin, uzyskujemy wic ¢, co kaiczy dowod.
|

Mamy zatem pmdany rezultat: dysponujemy formau}Tr(X)” jezyka arytmetyki drugiego
rzedu oraz metateasj w ktorej potrafimy udowoddi materiala adekwatné& naszego
pojecia prawdy, wyraonego za pomacwspomnianej formuty. Na zakozenie chciatbym

sformutowa dwie obserwacje.

Obserwacja 5. Cha arytmetyka drugiego edu, w ktorej tu pracujemy, jest éto staly
teorl, to pozostaje jednak faktemze w celu scharakteryzowania pop prawdy
arytmetycznej musieiimy rozszerzy zasobsrodkéw logicznych — przesziy mianowicie
do systemu dowodzenia drugiegedd. Inny maliwy ruch polegatby na zachowaniu logiki
pierwszego rgdu i przegciu do odpowiedniego fragmentu teorii zbioréw. Ma by jednak
twierdzic, ze w obu przypadkach wykraczamy poza same tylkagjgtzwigzane z pajciem

liczby naturalnej, opisywanym w ramach PA.

Obserwacja 6. Cha: ACA, dowodzi warunku materialnej adekwatobzdefiniowanego w
jej obrbie pogcia prawdy, to jednak jako teoria prawdy pozostasf@ro dozyczenia.
Pewne intuicyjne wiasroi pojecia prawdy nie & w niej dowodliwe. W szczegdlsa,

kompozycjonalnét tego pogcia pozostaje poza naszym zgsm. Rozwamy wiasndci:

(@) Oty, t, O T [Tr( "t =t,') = val(ty) = val(ty)]
(b) O O SentTr('=¢') = ~Tr(0)]
(c) O, W O SentTr('¢ Oy') = Tr(¢p) OTr(w)]

(d) 06 OFmOa 0 Var [Tr('Tad') = Ov Tr( (V) )].

Pierwsza z tych wiasioi to adekwatn& pojecia prawdy dla zdaatomowych — prawdziwe
s3 te i tylko te zdania atomowe, dla ktérych wacioodpowiednich terméwasidentyczne.
Pozostate warunki sktadagic na tzw. kompozycjonalgé — chodzi w nich o toze predykat
prawdziwdgci zachowuje s w pazadany sposéb wzgilem operatorow logicznych
(prawdziwa¢ zdania ztaonego zaley od prawdziwéci odpowiednich zda prostszych).



Rzecz jednak w tymze ACAy nie dowodzi tych warunkow. Jest to wniosek z ¢aghcego
faktu:

Fakt 7. Istnieje modeM arytmetyki Peano, w ktdrym nie ma interpretacggykatu prawdy,
czyniacej (a)-(d) prawdziwym.
Whniosek 8. ACAq nie dowodzi warunkéw (a)-(d).

Dowod Whiosku :8Zatézmy przeciwnie. NiechtM bedzie dowolnym modelem PA. Na mocy
dowodu Faktu 1, mana rozszerzyM do modelu dla ACA Ale z zalaenia, ACA dowodzi
warunkéw (a)-(d). Zatem istnieje WI interpretacja predykatu prawdy, czyea (a)-(d)

prawdziwymi, co jest sprzeczne z Faktem 7,gdyjest dowolny.
|

Uzyskanie warunkéw (a)-(d) nie jest zatemivwe w ACA,. Istniep jednak fragmenty
arytmetyki drugiego rdu, w ktorych uzyskamy tak i te warunki. Tak arytmetyly jest

teoria oznaczana zwykle jakd; — CA, - teoria, w ktérej zarowno w schemacie indukcik ja

w schemacie wyriania wolno nam podstawigormuty klasy M} - tj. formuty o postaci
[IXe, gdzie X" jest zmiena drugiego rzdu, ae jest formuj arytmetyczn (zadna zmienna

drugiego rzdu nie jest zwizana wey).*

1. Teorieprawdy

Jak ju moéwitem, we wspotczesnych dyskusjach wykracza réejednokrotne poza
definicyjne ugcie, naszkicowane w poprzednim podrozdziale. Sjratevielu badaczy jest
nastpujgca: nie proby definiowa predykatu prawdyrodkami metateorii; zamiast tego
rozszerzaj jezyk teorii bazowej, wprowadzgj wyrazenie ,jest prawdziwe” jako nowy,
pierwotny predykat. Wiasgoi tego predykatu charakteryaujnastpnie za pomag
odpowiedniego zestawu aksjomatow.

Moim celem lgdzie obecnie przedstawienie motywow, ktére sktari@j tego badaczy.

Gtownego powodu jestem sktonny dopatryve& w réznicy celow teoretycznych.

® Formalnie: istniejM E PA, takize nie istniejeS 0 M dla ktorego zachodzitobyM, ) E (a)-(d). Fakt ten to
wniosek z twierdzenia Kotlarskiego, Krajewskiegbachlana, na mocy ktérego takie interpretacje pkatly
prawdy (tzw. klasy spetniania) znajdziemy we#nie w rekurencyjnie nasyconych modelach arytmigtyie
kazdy za& model arytmetyki jest rekurencyjnie nasycony. Zdbtlarski, Krajewski, Lachlan [1981].

* Wiecej informaciji o podsystemach arytmetyki drugiegglu odnajdzie czytelnik w Simpson [1999].



Tarski zamierzat podadefinicig prawdy dla ¢zyka przedmiotowego iaywat w tym
celu metajzykowych srodkéw. Jego zamiar wydajeeshaturalny wswietle dwczesnej
sytuacji problemowej: oto pojecie prawdy nie budzito zaufania. Nie bylo wiadonozy
mozna postugiwa sic tym pogciem w sposéb spetnigjy standardy naukowej precy?;i.
Pogcia semantyczne uwano za ,nienaukowe”. Kiedy w 1935 roku na kongresi®aryu
Tarski przedstawit swoje koncepcje dotyoz prawdy, droga do sukcesu bynajmniej nie byta
tatwa. Jak piszA. i S. Fefermanowie:

Obawy Tarskiego co do negatywnego p¢zia jego teorii prawdy przez stuchaczy na

kongresie paryskim okazatyesstuszne. Pewne reakcje na prace Tarskiego [.h] by

zdecydowanie negatywne. Kaia niezgody bylto, czy pegia semantyczne mna pogodz

zescisle empirycystycznym i antymetafizycznym stanowiskfe

Tak czy inaczej, podanie definicji pozwolito na kabilitowanie pajcia prawdy. Jest
ono teraz mywane w powanym dyskursie naukowym; nie pozostato zbytaumiejsca na
krytyke koncepcji Tarskiego w ,antymetafizycznym” duchubd@na sytuacja jest gd
zupetnie inna miw latach trzydziestych. Wyglla na toze wielu wspoétczesnym teoretykom
pojecie prawdy wydaje siniewinne — w szczegOldo, map oni wicksze zaufanie do pgjia
prawdy arytmetycznej ni do metateoretycznychirodkow, ktére wykorzystujemy do
skonstruowania jego definicji (chodzi tu na przykia logike drugiego rzdu). Wspétczéni
teoretycy nie probygjzatem rehabilitow@pojecia prawdy — tak rehabilitacg przeprowadzit
juz Tarski. Prags oni raczej swobodniezywa¢ tego pogcia przy minimalnych kosztach
wiasnych. Pytaj na przyktad: w jaki sposdb moglifimy postugiwé sie tym pogciem bez
angaowania s¢ w ontologe, ktéra z jakich powoddéw uwaamy za watpliwg? W bardziej
szczegoOtowej wersji, pytanie m® przybré tez forme: w jaki sposdb mzemy wprowadz
do naszegoegyka predykat prawdy arytmetycznej bez wykraczantaa gzyk pierwszego
rzedu i bez sjgania po teoti mnogdaci. Szukagc odpowiedzi na te pytania, wybiegajjecia
aksjomatyczne. Nie probugefiniowa pojecia prawdy, lecz stargjsie je scharakteryzowa
za pomog paru maliwie prostych zasad. Jest to jak najbardziej pralykroczenia poza
Tarskiego; pomidzy obydwoma podgégiami nie ma jednak konfliktu.
Na zasadzie przyktadu, zamierzam teraz przedstamy proby aksjomatycznegoegja teorii
prawdy dla ¢zyka arytmetyki pierwszegog¢du.

® To nie znaczyze pogcia prawdy nie sywano — logikom (za przyktad me postuy¢ tu Skolem) zdarzato si
uzywaé tego pogcia (albo pokrewnego pggia spetniania), ale jedynie na zasadzie intuigyijneeformalnej.
® Zob. Feferman Anita i Feferman Solomon [2009],22.



1. Teoria D(PA)

Rozwaana tu teoria jest w pewnym sensie ,mininaalieoria prawdy dla ¢zyka arytmetyki.

Zacznijmy od sformutowania definicji:
Definicja 9. D(PA) = PAD {Tr('¢') = ¢: ¢ O L(PA)}.

Oznacza toze D(PA) to teoria, ktdra powstaje z arytmetyki Peamaep dodanie jako
nowych aksjomatoéw wszystkich z2da postaci ¢ jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy
¢” jako nowych aksjomatow. Uzyskana teoria prawdst jminimalna w tym sensie,e
warunek dowodzenia wszystkich takich rownem@ci wydaje s¢ podstawowym
wymogiem, z ktérego nie chcielibyy zrezygnowé& Teorii nie dowodzgcej takich
rownowanosci nie nazwalibymy po prostu teogi prawdy dla ¢zyka arytmetyki — odczytanie
» 11(X)” jako X jest prawdziwe” statoby swoOwczas nienaturalne.

Zauwamy, ze teore prawdy uzyskuje siw tym podejciu niezwykle tanim kosztem.
Rozszerzenie naszej teorii bazowej wydaje supetnie niegréne: nie wprowadzamy
zadnych nowych zasad logicznych, a nowe aksjomatyagysie oczywiste ze wzghu na
intuicyjna interpretagj, jaka chcemy nadanowo wprowadzonemu predykatowi.

Jednake wadyD(PA) jako teorii prawdy growniez powane. Omowitem je doktadniej
gdzie indziej* tu sformutug tylko podstawowy problem. Otézaden z warunkéw (a)-(d)
wprowadzonych w poprzednim podrozdziale nie jeserdzeniemD(PA). Wewnatrz D(PA)
dysponujemy zatem tylko ubogim pojem prawdy. Nie posiadamy poja
kompozycjonalnego, nie jestay w stanie udowodgiwielu interesujcych uogélni@, ktére
pojecie prawdy angaija. Takie pogcie prawdy wydaje gimato wyteczne.

2. Teoria PA(S)

Jest to teoria, uzyskana z PA przez dodanie wamnfd-(d) jako nowych aksjomatow,
charakteryzujcych pierwotny predykatTy” rozszerzonegcoegyka. W teorii tej mamy jednak
do dyspozycji tylko arytmetycanindukcg, tzn. nie pozwalamy podstawiav schemacie
indukcji formut z predykatemTr” (dokladniej: uzyskane w ten sposob podstawiemngasn

aksjomatami PA(S)

7 Zob. Ciglinski [2009].



Dla tak okrélonej teorii, zachodzi:

Fakt 10. PA(S) jest konserwatywnym rozszerzeniem PA,

czyli: kazde zdaniegzyka arytmetyki (bez predykatu prawdy) awg dowod w PA(S) daje
sie udowodn¢ srodkami samej tylko arytmetyki Peano — nie potrefny w jego dowodzie
uzywaé aksjomatéw, charakteryzgych pogcie prawdy? Wiasndgé ta wydaje si atrakcyjna:
mimo ze w obebie PA(S) postugujemy si kompozycjonalnym pegiem prawdy, to jednak
okazuje s} ono wchz w pewnym sensie niewinne. Odpowiada to intuiajpdnie z ktog
pojecie prawdy arytmetycznej sty nam zasadniczo do méwienia gzyku arytmetyki, nie
zas do uprawiania arytmetyki — nie do dowodzenia ndwiyierdze.

Chat jednak intuicja mge st wydawa przekonujca, s tu pewne problemy. Wielu
teoretykOw uwaa, ze od teorii prawdy powindiny mimo wszystko oczekiwtaokreslonej
mocy teoriodowodowe] — taka teoria powinna tlumaczglaczego jesteny gotowi
zaakceptowa szereg bardzo podstawowych uogainieangaujacych pogcie prawdy
(spodziewane wyttumaczenie brzmiatobys:zpest&my gotowi zaakceptowawspomniane
uogolnienia, gdy wynikaja one z niekontrowersyjnych aksjomatéw naszej temawdy).
Rzecz jasna, zwrot ,bardzo podstawowe uogolnieni@’jest precyzyjny i nie jest w zgzku
z tym do kaica wyrane, czego od teorii prawdy powidmy oczekiwg w tym zakresie.
Rozwamy jednak przyktad. Jednym z podstawowych uogdinik sformutowania ktérych
wykorzystujemy predykat prawdy, jest zdanie stwzeggte prawdziweé logiki. W tej
wiasnie kwestii PA(S) okazuje si bardzo staba, a jej slalio dzieh wszystkie
konserwatywne teorie prawdy dlazyka arytmetyki, rozszerzagje PA(S). Stwierdza to
ponizszy fakt:

Fakt 11. PA(S) + ,Logika pierwszego kdu (dla gzyka z dodawaniem i maeniem) jest

prawdziwa” nie jest konserwatywnym rozszerzeniekt P

Istnieg zatem powody, by odrzuciPA(S) jako zadowalajca teore prawdy. Dodatkowo
nalery zauway¢, ze PA(S) jest w pewnym sensie nienaturabeori — nie wida wyraznych
motywacji, ktére zabranialyby nam odrzdcmdukcg dla formut rozszerzonega:zyka.
Wrecz przeciwnie, rozszerzenie teorii o dodatkowe aksijty indukcji wydaje si bardzo

naturalnym posugnciem. Mazna by wecz twierdzé, ze takie rozszerzenie nie ma nic

8 Zob. Kotlarski, Krajewski, Lachlan [1981]; zobkta Engstrém [2002].
® Zob. Ciglinski [w druku], zob. take Cielinski [2009], s. 164.



wspolnego z naszymi szczegolnymi koncepcjami datyani prawdy — bylibymy gotowi
zaakceptow& indukcg dla dowolnego nowego predykatu, op#mggo liczby naturalne.
Prowadzi to nas do trzeciej — najsilniejszej z razamych tu teori.

3. Teoria PA(S)

Definiujemy teor¢ PA(S) jako rozszerzenie PA(S) nowe aksjomaty indukcji — dmzamy
mianowicie jako aksjomaty wszystkie podstawienidesgatu indukcji w rozszerzonym
jezyku, z predykatem prawdy. Otrzymujemy w ten spossitng teore, ktéra (w
przeciwigistwie do PA(S) nie jest konserwatywnym rozszerzeniem arytmeB&ano. W
szczegolnéci, zachodzi:

Fakt 12. PA(S)F Corpa

gdzie ,Coma” to zdanie ¢zyka arytmetyki, ktore przy naturalnej interpretamjczytujemy
.Nie istnieje d bedace dowodem sprzeczéw (np. ,0# 0”) z aksjomatéw PA”. Z Faktu 12
wynika niekonserwatywnié PA(S) wzgédem PA, gdy sama PA, na mocy drugiego

twierdzenia Gddla, nie dowodzi wlasnej niesprzegeno

Idea dowodu Faktu 12rzez indukgj dla formut z predykatem prawdy pokazujerns,

PA(S) = Uy [Prea(y) = Tr(y)],

gdzie Prpa()” to formuta gzyka arytmetyki pierwszego ¢du, ktéra przy naturalnym
odczytaniu gtosi P jest twierdzeniem PA”. Okazuje ¢sizatem, ze PA(S) dowodzi
prawdziwaci wszystkich twierdz@ PA. Z tego wewsgirz PA(S) wyprowadzamy wniosek o
niesprzeczni PA. Gdyby mianowicie PA byla sprzeczna, to dowmitadby, ze 0#O.
Pokazujemy w PA(S),e PA tego nie dowodzi. Mamy:
O [Prea() = Tr(y)],
Z czego wnioskujemy:
Prea('0#0") = Tr('0£0").
Faktem jest jednake:
- 0£0,

zatem:

-Tr('0£0").



Jako kaicowy wniosek uzyskujemy:

~Prea('0#0).

Wiasnie to zdanie oznaczyiny jakoCorpa (czyli PA jest niesprzeczna).
O

Warto zauway¢, ze podany przyktad nie wyczerpuje arytmetycznej meoyii PA(S) — jest
to teoria arytmetycznie silniejszaznPA z dodan informacp o niesprzecznii PA (czyli:
PA(S) dowodzi wicej zda arytmetycznych miteoria PA + Copa). Srodkami PA(S) mena
np. rownie udowodné niesprzeczn&@ PA + Coma ponownie, na mocy drugiego
twierdzenia Godla, PA + Cepnie dowodzi z&swojej wkasnej niesprzeczéwm. Okazuje s,
ze pod wzgidem sity arytmetycznej PA(S) odpowiada systemowimetyki drugiego redu
ACA — uzyskujemy go z poznanegazjprzez nas ACAprzez dodanie petnej indukcji dla
formut drugiego rzdu. A zatem take i w tym przypadku okazujecsize istnieje sposob
uzyskania arytmetycznie mocnej teorii poprzez (n@dp) stabe i bardzo intuicyjne

wzmocnienie wybranej aksjomatyki dla teorii prawdy.

Podsumowanie

W literaturze proponowano rozmaite aksjomatyzaajbarakteryzujce sens predykatu
prawdy’® Takie aksjomatyzacje pozwalaly rozweé zagadnienia zwrzane z teos prawdy
bez angaowania silnych — i w wielu kontekstach niepotrzetimysrodkow (takich jak logika
drugiego rzdu albo teoria zbiorow). Nie ma jednak konfliktu npiedzy podejciem
aksjomatycznym a pod&gjem klasycznym — oba podeja raczej uzupetniajsie nawzajem
niz sobie przecx

Typows teori bazows, z ktdy pracowano, byta arytmetyka Peano. W rozavéach
dotyczacych prawdy, petnita relteorii sktadni — daje nam ona wystarezasrodki, abymy
mogli opis& podstawowe pefia syntaktyczne. Naturalne pytaniegig st z tym, jak duo
zaleey tu od wyboru teorii bazowej — ktére rezultaty skgne w ramach prac nad

aksjomatycznymi teorii prawdyauniwersalne, a ktore magharakter lokalny (zwizany z

10" Aksjomatyzacje, ktére tu rozwatlem mialy shayé tylko jako przyktady. Proponowanych w literaturze
aksjomatyzacji jest znacznie egij; niektdre z nich (zgodnie z intencjami autordwipty formalizowa raczej
podejcie Kripkego (zob. Kripke [1975]) niidee Tarskiego. O tego typu aksjomatykach, zoka8h[1994].



wyborem tej a nie innej teorii bazowej). W tym dsitm pytaniu kryje si moim zdaniem
perspektywa dalszych, owocnych badZ jednej strony, nai@atoby rozway¢ teorie silne,
takie jak teoria mnogei. Z drugiej — warto by opisaco przynosz préby budowania teorii
prawdy nad teoriami arytmetycznymi znacznie stabszgiz PA. Na szczegOlh uwag
zastugiwatby zwilaszcza przypadek\l (arytmetyka z niepein indukcph, w schemacie
indukcji wolno nam podstawdawytacznie formuty z kwantyfikatorami ograniczonymi), a
nawet jeszcze stabsza arytmetyka Robinsonaai\fie jest jednak do kKea jasne, w jaki
sposob powinno si formutowa aksjomatyk teorii prawdy przy tak stabych teoriach

bazowych.
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