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1. Wstep

Zagadnienia zwiazane z modelowaniem konstytutywnym hipersprezystych materiatow
anizotropowych sa ostatnio coraz czgsciej rozpatrywane, np. w mechanice kompozytow o
elastomerowych matrycach, biomechanice migkkich tkanek oraz teorii sprgzysto-
plastycznosci dowolnych deformacji, por. [4,6,7].

Sformulowanie modeli materialow anizotropowych, z zastosowaniem teorii reprezentacji
funkcji tensorowych [3], prowadzi do relacji konstytutywnych, w ktoérych oprocz tensorow
parametrycznych wystgpuje znaczna liczba stalych materiatowych. Stwarza to znaczne
trudnosci przy ich interpretacji i wyznaczaniu na podstawie, z reguly niekompletnych,
wynikow badan doswiadczalnych, patrz np. [6]. Wobec tego celem pracy jest
zaproponowanie i implementacja numeryczna w programiec ABAQUS [1,2], najprostszych
modeli hipersprezystych materialow transwersalnie izotropowych. Analizowane modele moga
by¢ interpretowane jako dwusktadnikowy kompozyt, w ktérym izotropowa matryca jest
zbrojona jedna rodzing widkien. Punktem wyjscia proponowanych modeli jest zatozenie o
addytywnej dekompozycji funkcji jednostkowej energii sprezystosci (JES) na dwie czgsci, z
ktérych jedna opisuje energi¢ nagromadzona w matrycy, a druga energi¢ rodziny witokien.
Wyznaczenie danych materiatowych w takim przypadku sprowadza si¢ m.in. do okreslenia
statych sprezystosci czgsci sktadowych kompozytu i ich udziatdéw objgtosciowych.
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2. Propozycja modeli konstytutywnych hipersprezystych materialow zbrojonych
wloknami
2.1. ZaleznoSci podstawowe

Z zasady zachowania energii mechanicznej oraz zasady zachowania pedu, momentu pgdu
1 masy, otrzymuje si¢ nastgpujace zaleznosci na pochodna materialng funkcji JES:

W=JoD=1tD=SF=TE , (1)

gdzie 6, T, S i T, sa odpowiednio tensorami napr¢zenia Cauchy’ego, Kirchhoffa oraz 11 II
tensorem napr¢zenia Pioli-Kirchhoffa. Ponadto w (1) J oznacza wyznacznik tensora
gradientu deformacji F, D jest tensorem predkosci deformacji, a tensor E jest tensorem
odksztatcenia Lagrange’a (kropka w (1) oznacza iloczyn skalarny tensorow). Z lokalnego
sformutowania zasady zachowania energii mechanicznej (1), dla dostatecznie regularnego
potencjatu jednostkowej energii spre¢zystej W(F,X), wynika, ze

ow (F,X)

S(F,X)= e

: 2)

gdzie X jest wektorem okreslajacym polozenie czastki w ciele (w konfiguracji odniesienia,
ktéra w tej pracy jest konfiguracja naturalna). Warto przypomnieé¢, ze migdzy I i I tensorem
napr¢zenia Pioli Kirchhoffa oraz tensorem naprezenia Cauchy’ego zachodza nastgpujace
tozsamosci: S=FT, Jo=SF'. Tensory S i ¢ wystgpuja odpowiednio w réownaniach
réwnowagi w konfiguracji odniesienia i w konfiguracji aktualne;.

Z zasady obiektywnosci 1 danej w konfiguracji poczatkowej symetrii materiatu, okreslonej

przez zbior tensordw parametrycznych {P}, wynika Ze funkcja JES nie moze byc¢

bezposrednio zalezna od tensora F, jak 1 od wektora X, por. [6]. Spelienie zasady
obiektywno$ci 1 wymagania symetrii, wymusza rozpatrywanie JES jako funkcji zaleznej od
nieredukowalnych niezmiennikéw: dowolnego, obiektywnego pola tensora odksztalcenia
(np.E) lub pola tensora deformacji (np. C=F'F, B=FF") i pél tensoréw parametrycznych.
Wobec powyzszych uwag mozna rozpatrywac funkcje JES, np. w postaci:

w=w(B,P)=Y(1);i=1..,1, 3)

gdzie {I,} jest zbiorem niezmiennikow bazy funkcji JES. Z (1)-(3) wynika relacja

konstytutywna miedzy tensorem Kirchhoffa T =.J6 =SF’ i tensorem deformacji Cauchy'ego-
Greena B . Tego typu relacje konstytutywne sa wygodne do implementacji w programie MES
ABAQUS.

Szczegdlowa analiz¢ wymagan stawianych funkcji JES mozna znalez¢ np. w pracach
[5,6]. Poruszane sa tam zagadnienia dotyczace wymagan: wypuklosci, poliwypuktosci, quasi-
wypuktosci 1 wypuktosci pierwszego rzedu. Wymagania te zapewniaja m.in. istnienie
rozwigzan odpowiednich zagadnien brzegowych hipersprezystosci, por. [5] i literaturg tam
cytowana.



2.2. Propozycje funkcji JES kompozytu o izotropowej matrycy ze zbrojeniem jedna
rodzina wlokien

Modelowany kompozyt sklada si¢ z izotropowej matrycy 1 wildkien, o udziale
objetosciowym p € [0,1), utozonych zgodnie z polem m(X). Zaktada si¢ pelna przyczepnosé
migdzy wioknami a matryca. Dodatkowo przyjmuje sig, ze wiokna ,pracuja”
jednowymiarowo, tzn. tylko wzdtluz wektora m . Znajomos$¢ pola wektorowego m pozwala
zdefiniowac pole tensorowe M =m &®m, w ktorym tensor M jest interpretowany jako tensor
parametryczny w (3). Zaktadamy, ze JES kompozytu sktada si¢ z dwodch czesci, ktorych
udziat jest proporcjonalny do udziatu objgtosciowego i ma postac:

\P:(l_p)\PM"i'plea 4)

gdzie ¥,, jest funkcja JES matrycy 1 zalezy tylko od niezmiennikéw izotropowych tensora

B, natomiast ¥, jest funkcja JES wiokien:

E 2
‘IfzzTZ(l4—1) , (5)
gdzie I, = trM , oraz
M = FMF’ . (6)

Parametr £, ma interpretacj¢ poczatkowego modutu Younga rodziny wtokien.

Funkcja JES materialu matrycy opisana zostanie przy pomocy dwoch znanych w
literaturze modeli hipersprezystych materialow $cisliwych: neo-Hooke’a (NH) 1 Ciarleta (C),
por. [5]. W przypadku modelu NH funkcja JES ma postaé:

# A 4
o =7°(11—3)+7°(J2—1)—(,Uo +7°jan, )

gdzie I, =trB, za§ y, 1 A, oznaczaja stale sprezystosci (identyczne jak w zwiazku Hooke’a
teorii liniowej sprezystosci).

Na rys.1 przedstawiono wykresy warstwicowe funkcji JES okreslonej wzorem (4) z
uwzglednieniem (5) 1 (7) (w zaleznosci od wydluzen gtownych 4 1 A4, (przy zalozeniu
ptaskiego stanu odksztalcenia A, =1 (PSO)), w przypadku materiatu izotropowego (linie
przerywane) oraz materialu kompozytowego (tj. p=0.1) i réznych stosunkach modutu
Younga wtokien zbrojenia 1 matrycy (linie ciagle). Na rys.1 wtokna zbrojenia maja kierunek
zgodny z A,. W przypadku deformacji jednorodnych PSO mamy S, =0W /oL, (a=12),
czyli gradient funkcji JES definiuje stan naprezenia. Na rys.1b wyraznie zauwazalna jest

,»silna” anizotropia materiatu. Kierunek wyr6zniony materiatlu zmienia si¢ zgodnie z (6), co
jest charakterystyczne dla teorii nieliniowe;.

Poniewaz potencjal W' w przypadku materialu NH nie jest funkcja poliwypukta, por.
[5], to takze potencjal materialu kompozytowego (KNH) wg (4)-(7) nie jest funkcja
poliwypukta. Wobec tego rozpatrujemy takze funkcj¢ JES materiatu matrycy w postaci:



=L £ (1,-3)+(1- 1)1 -3)]+ 5[4 ~20, (1= )] +
®)

1 1
—‘:Eﬂo +/10:|1HJ—2|:10 —2#0 (1_f):|’

ktora wynika z zastosowania modelu C. We wzorze (8) wystgpuje niezmiennik:
I , = tr(cofB) , za$§ pozostale oznaczenia sa identyczne jak w (7). Funkcja (8) jest poliwypukta

1 spelnia odpowiednie warunki wzrostu potencjalu sprezystosci gdy: u, >0, f e(O,l) 1

A, >2u, (1— f ) , patrz [5]. Model materialu kompozytowego (KC) otrzymamy podstawiajac
(5)1(8) do (4).

Rys.1. Wykresy warstwicowe JES w przypadku PSO w funkcji wydtuzen gtownych A, i A, .
Materiat izotropowy NH (linie przerywane), kompozyt KNH o matrycy izotropowej (u,=E,,,
A, =2.6 E,, ) zbrojonej rodzing widkien utozonych w kierunku 1, o udziale objetosciowym p =

0.1 (linie ciqgte): a) E,|E,, =1, b) E,|E,, =10
Fig.1. Contour plots of stored energy function for plane strain case as a function of main
elongation A, and A,. Isotropic material NH (dashed lines), composite KNH with isotropic

matrix (u,=E,, , 4, =2.6 E,, ) reinforced with fibers family set in direction 1, of volume ratio
p = 0.1 (solid lines): a) E,|E,, =1,b) E,|E,, =10

3. Implementacja numeryczna w programie MES ABAQUS

Modele  materiatow  transwersalnie  izotropowych  przedstawione ~w  pkt.2
zaimplementowano w programie metody elementow skonczonych ABAQUS. W tym celu
zaprogramowano w j¢zyku FORTRAN tzw. procedur¢ materialowa UMAT, por. [2]. Oprocz
zwiazkow konstytutywnych modeli KNH 1 KC, niezbgdna jest rowniez znajomos$¢ postaci
stycznego operatora czwartego rzedu w zwiazku przyrostowym:

o

t=C.D, (10)



gdzie symbol ,,.” oznacza pelne nasunigcie tensoréw. Symbolem ,,o” oznaczono pochodna
Jaumana, por. np. [1].

Sposob wyznaczenia operatora w zwiazku (10) pokazemy na przyktadzie modelu KNH.
Funkcja JES w postaci (4), przy uwzglednieniu (5) 1 (7), jest funkcja trzech niezmiennikow,
czyli:

\P:a—\yiﬁa—\yﬂ‘a—?i“ (11)
ol oJ ol,

gdzie

oY u, oY A 1( A4 oY 1

o o(1-p)E, =(1-p)| 22T 2 ||, =2 pE, (1,-1). 12

o, ") p)(z J(z ”"D o, 2P (2
Z kolei pochodne materialne niezmiennikoéw /,, J 1 I, wynosza odpowiednio:

I,=2BD, J=JuD, [,=2M.D (13)

Po podstawieniu (12) 1 (13) do (11) i uwzglednieniu zalezno$ci (1), wyznaczamy relacje
konstytutywna modelu KNH:

‘r:(l—p)[,uoB+£%J2—%—yojlj+pEZ([4—l)M. (14)

Nastgpnie obliczamy pochodna Jaumana tensora naprg¢zenia Kirchhoffa, prawostronne
wylaczamy z otrzymanego wyrazenia tensor D i w wyniku otrzymujemy operator czwartego
rzedu:

C= (1-p)| 4 (10B+BOI)+ 4,/ 1®1 |+

P o - (15)
+2pE,M®M + pE, (I,~1)(MOL+IOM ).

W przypadku modelu KC postgpujemy podobnie. Relacja konstytutywna modelu KC ma
nastgpujaca postac:

t=(1-p) fuB+(1-p) iy (1= 1) (1B-B*)+

A (16)
+(1—p)((%—y0(1—f)jﬁ —(%—%an@ (I,-1)M.
Natomiast w (10) mamy:
C=(1-p)uy (f+1,(1- 1)) (10B+BOI)+2(1- p) , (1- /) BOB -
—(1=p) ay (1= f)(10B” + B*01) =2 (1= p) 11, (1— ) BOB + (17)

+(1—p)(%—,u0(l—f)jJZI®I+2pEZM®M+pEZ (1,~1)(MOI+10M).

Poprawno$¢ implementacji modeli: KNH 1 KC w programie ABAQUS sprawdzono
testami numerycznymi dla jednorodnych pol stanu naprezenia i odksztalcenia. W tych
przypadkach rozwiazania analityczne zadan wynikaja z relacji konstytutywnych (14) i (16).



Stosujac  zaprogramowana procedur¢ UMAT otrzymywano wyniki numeryczne z
doktadnos$cia co najmniej do czterech cyfr znaczacych w poréwnaniu do wynikdéw rozwiazan
analitycznych.

4. Przyklad numeryczny

Zadanie dotyczy dwukierunkowego rozciagania hipersprezystej, kwadratowej tarczy
(PSO) z otworem kotowym, w ktdrej zadane jest nastgpujace pole tensora parametrycznego:

1 X2 X X
X)=———=(Xb,+X.b M(X [ ! =2 18
)= p - ) <>+X5+X2{X1X2 Xzz} a8)

W konsekwencji (18) tensory sztywno$ci modeli materiatow transwersalnie izotropowych
KNH i KC (odpowiednio (15) i (17)) sa zalezne od zmiennej Lagrange’a X . Oznacza to, ze
tarcza zbrojona jest witoknami ulozonymi jak na rys.2a. Wobec tego materiat tarczy jest
niejednorodny.

Poszukujemy rozwiagzania zadania o symetriach pokazanych na rys.2a, czyli
rozwiagzujemy tylko jedna czwarta tarczy, z siatka MES jak na rys.2b. Przyjeto nastgpujace

wymiary tarczy: |OA|=|AB|=|OC|=|CD|=1[jd] (jd oznacza jednostkg¢ dlugosci), czyli
R, =1[jd].

b)

0 X  TERALORRN

Rys. 2. a) Geometria, warunki brzegowe oraz sposob utozenia wiokien zbrojenia, b) Siatka
MES

Fig. 2. a) Geometry, boundary conditions and fibers reinforcement arrangement, b) FEM
mesh

Na brzegu AB i CD przyjgto warunki symetrii odpowiednio w postaci: u,=0 i u,=0. Na
brzegu AC zalozono zerowe naprezeniowe warunki brzegowe. Obciazenie tarczy jest
realizowane na brzegu BF 1 DF przez przemieszczeniowe warunki brzegowe, ktore
odpowiednio majq postac: u,=1[jd] i u,=1[jd].

Podstawowym celem tego przyktadu jest porownanie rozwiazan zadania w przypadku
hipersprezystego materiatu izotropowego i zaimplementowanych modeli hipersprezystych
materiatoéw zbrojonych widknami.

W analizowanym przykladzie przyjeto nastgpujace dane materialowe: p=0.05,
u,=10E, , 4,=15E,, E,=26 E,, (model KNH), gdzie E,, jest poczatkowym modulem

Younga materialu matrycy. Dodatkowo w przypadku modelu materiatu KC przyjeto f=0.2,



por. (8). Przyktadowe wyniki, dotyczace modelu KC, w poréwnaniu do modelu jednorodnego
materiatu izotropowego pokazano na rys.3. Na wykresach naprezen gtéwnych widoczne sa
istotne, jakosciowe 1 iloSciowe roznice wynikow w konfiguracji aktualnej, migdzy
rozwigzaniami dla materialu izotropowego i1 anizotropowego. Poniewaz rozpatrywane w
teScie deformacje nie byty bardzo duze z punktu widzenia teorii hipersprezystosci, to roznice
wynikow migdzy modelami KC i KNH byly pomijalnie mate.

a)
S, Min.

.153e+00 +9.978e-01
.891e+00 +9.151e-01
.628e+00 +8.325e-01
.365e+00 +7.498e-01
.103e+00 +6.672e-01
.840e+00 +5.846e-01
.577e+00 +5.019e-01
.314e+00 +4.193e-01
.052e+00 +3.366e-01
.789e+00 +2.540e-01
.526e+00 +1.713e-01
.263e+00 +8.868e-02
.001e+00 +6.040e-03

b)

+2.093e+00
et +1.922e+00
.766e+00 +1.751e+00
.027e+00 +1.580e+00
.288e+00 +1.409e+00
.549e+00 +1.238e+00
.810e+00 +1.068e+00
.071e+00 +8.968e-01
.332e+00 +7.259e-01
.593e+00 +5.551e-01
.854e+00 +g-§§ﬁe—8%

+2. e-
g1 ot +4.256e-02

.377e+00

Rys. 3. Wykresy warstwicowe maksymalnego i minimalnego naprezenia gtownego w
plaszczyznie PSO w przypadku: a) materiatu izotropowego C, b) materiatu zbrojonego
wloknami obwodowo KC
Fig. 3. Contour plots in plane strain plane of maximal and minimal main stresses for:
a) isotropic material C, b) material KC with circular reinforcement

4. Podsumowanie

W  pracy zaproponowano stosunkowo prosta klase modeli konstytutywnych
hipersprgzystosci dla niejednorodnych materiatow transwersalnie izotropowych, o
interpretacji materiatow kompozytowych z izotropowa matryca zbrojona ciaglymi wtoknami.
Przyjeto zatozenie o addytywnej dekompozycji funkcji jednostkowej energii sprezystosci, w
postaci (4). Zaproponowana klasa modeli sprowadza si¢, w aproksymacji do teorii liniowe;,
do klasycznego modelu kompozytu wtoknistego, w ktorym przyjmuje si¢ petna przyczepnosé



wtokien do matrycy oraz wprowadza zalozenie o jednowymiarowej odksztatcalnosci widkien.
Podano dwa przyklady tego typu modeli hipersprezystosci 1 zaimplementowano je w
programie MES ABAQUS. Zaprogramowano tzw. procedur¢ uzytkownika UMAT.
Zaproponowano testy numeryczne sprawdzajace poprawnos¢ implementacji.
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FEM IMPLEMENTATION OF HYPERELASTIC CONSTITUTIVE
MODELS FOR MATERIALS WITH FIBERS REINFORCEMENT

Marcin Gajewski, Stanistaw Jemiolo

The main objective of this article is proposition and FEM implementation in ABAQUS
system a simplest class of hyperelastic constitutive models for transversally isotropic non-
homogeneous materials. Used simplification is needed because there is no complete
experimental data for transversally isotropic materials for large deformations. A key point for
formulation of aforementioned constitutive models is assumption of additive decomposition
of stored energy function into two parts: one connected with isotropic matrix and the other
with the fibers family. Experimental data in such case can be determined in separate tests for
isotropic matrix and for fibers family and combined via volume ratio parameter. Two
hyperelastic transversally isotropic models of non-homogeneous materials are proposed and
implemented in ABAQUS using UMAT subroutine written in FORTRAN code. Numerical
problem of bi-directional elongation of plane strain slab with circular hole and circular
reinforcement solved in this paper is treated as illustrative and benchmark task.
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