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1. WSTĘP  

 

W przypadku kompozytów takich jak: żelbet, grunt zbrojony, polimerowe matryce 

zbrojone włóknami, drewno, itp., własności mechaniczne materiałów nie są izotropowe. W 

większości przypadków są to materiały transwersalnie izotropowe lub ortotropowe. Stąd 

wynika, że tensory własne stanu naprężenia i odkształcenia są wzajemnie obrócone, czyli 

kierunki naprężeń i odkształceń głównych są różne. Praca dotyczy zagadnień: płaskiego stanu 

naprężenia (PSN) i płaskiego stanu odkształcenia (PSO) w tarczach oraz teorii płyt 

Kirchhoffa. Zakładamy, że tarcze i płyty wykonane są z jednorodnego materiału 

anizotropowego. Celem pracy jest podanie przykładów rozwiązań zagadnienia własnego dla 

pól stanu naprężenia i odkształcenia (PSN i PSO) oraz pól momentów zginających i krzywizn 

w przypadku płyt. Znalezienie wartości własnych stanu naprężenia i odkształcenia jest 

problemem algebraicznym [2], natomiast znalezienie kierunków głównych tych pól 

sprowadza się do numerycznego całkowania nieliniowych równań różniczkowych z 

zadanymi warunkami początkowymi [4]. Należy zaznaczyć, że problem jest złożony i trudno 

go zalgorytmizować. Z reguły programy numeryczne (np. pakiety metody elementów 

skończonych) zawierają tylko algorytmy znajdowania wartości własnych, zaś kierunki własne 

są znajdowane algebraicznie tylko w punktach całkowania. Nie otrzymuje się wobec tego 

trajektorii tych pól. Zarówno w przypadku tarcz jak i płyt (w prawoskrętnym układzie 

współrzędnych) zagadnienie na wartości własne jest analogiczne gdyż reprezentacje 

odpowiednich pól tensorowych są macierzami symetrycznymi. Posługując się pakietem 

MATHEMATICA [5] do obliczeń symbolicznych i numerycznych napisano programy do 

wyznaczania warstwic i trajektorii pól symetrycznych tensorów drugiego rzędu. W pracy 

podajemy tylko przykładowe (reprezentatywne) wyniki obliczeń numerycznych dla tarcz i 

płyt anizotropowych. Zamieszczamy także przykładowe testy, odpowiadające materiałom 

izotropowym i znanym rozwiązaniom analitycznym, które weryfikują zastosowane algorytmy 

numeryczne.  

 



2. SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA NA WYZNACZENIE TRAJEKTORII 

WARTOŚCI WŁASNYCH POLA TENSORÓW DRUGIEGO RZĘDU 

 

Znajdowanie trajektorii np. naprężeń głównych w tarczach jest zagadnieniem klasycznym i 

sformułowanie tego problemu można znaleźć praktycznie w każdej monografii dotyczącej 

wytrzymałości materiałów. Ze względu jednak na cel pracy, poniżej skrótowo przypominamy 

podstawowe fakty z tym związane. Rozpatrujemy płaski obszar  , w którym określone jest 

pole tensorowe   STP 2: AA , gdzie P . Pole to jest funkcją dwóch zmiennych x i y. 

Dla każdego punktu  pola tensorowego  PA ,  możemy  sformułować zagadnienie własne 

tzn. znaleźć wartości i wektory własne. Niech krzywa L  będzie trajektorią wartości własnej 

symetrycznego pola tensorowego drugiego rzędu A , którą opisujemy funkcją  xy . 

Poszukiwanie trajektorii wartości własnych płaskich pól tensorowych sprowadza się do 

rozwiązywania poniższego nieliniowego równania różniczkowego zwyczajnego 
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z warunkami początkowymi, gdzie wielkości indeksowane w (2.1) są składowymi pola A w 

ustalonym kartezjańskim układzie współrzędnych. W szczególności gdy: σA   to wartości 

własne tensora σ  nazywamy naprężeniami głównymi, zaś dla εA   wartości własne tensora 

ε  nazywamy odkształceniami głównymi w przypadku płaskiego stanu odkształcenia lub 

naprężenia. Podobne rozróżnienie wprowadzamy dla płyt mówiąc odpowiednio o tensorze 

momentów i krzywizn. Stosując pakiet MATHEMATICA [5] do obliczeń symbolicznych i 

numerycznych napisano program całkujący równanie (2.1) i wykreślający trajektorie wartości 

własnych. Zauważmy, że dla 0xyA  mamy osobliwość w równaniu (2.1). Dlatego wygodnie 

jest z punktu widzenia numerycznego zastosować metodę perturbacji, tzn. zaburzyć wartość 

xyA . Przy ustaleniu warunków początkowych pomocne jest wobec tego znalezienie wykresu 

funkcji   0y,xAxy . Należy zaznaczyć, że ze względu na osobliwości występujące w 

równaniu (2.1) poszukiwano także rozwiązań równania analogicznego do (2.1) w postaci 

funkcji  yx .  

 

3. PRZYKŁADOWE TESTY NUMERYCZNE 

  

W punkcie tym podamy kilka prostych przykładów wyznaczenia trajektorii odpowiednich 

pól tensorowych w anizotropowych tarczach oraz płytach. Analizę ograniczamy do 

jednorodnego materiału izotropowego lub ortotropowego. Rozpatrujemy zagadnienia PSN i 

PSO bez sił masowych w kartezjańskim układzie współrzędnych. Przypominamy, że jedna z 

metod rozwiązania płaskiego zadania teorii sprężystości sprowadza się do zagadnienia 

poszukiwania funkcji naprężeń Airy’ego, która spełnia równanie różniczkowe cząstkowe 

czwartego rzędu (powstałe z równań nierozdzielności) dla zadanych całkowych warunków 

brzegowych w naprężeniach [3]. W przypadku anizotropowej półpłaszczyzny sprężystej 

obciążonej na brzegu stosujemy metodę całkowania numerycznego z zastosowaniem tzw. 

funkcji Greena (por. [1]), która jest rozwiązaniem uogólnionego zadania Flamanta [3]. Do 

całkowania numerycznego stosujemy program MATHEMATICA z adaptacyjnym 

algorytmem całkowania Gaussa-Kronroda [5]. W przypadku płyt rozwiązania podstawowe 

uzyskujemy stosując podwójne szeregi Fouriera. W każdym przypadku stosowano 

standardowe procedury programu MTHEMATICA do wygładzania wykresów konturowych. 

 



Jako przykład materiału ortotropowego rozpatrujemy kompozyt zbrojony włóknami 

(matryca z żywicy epoksydowej zbrojona jest włóknami grafitowymi).  

Najprostszymi zadaniami, weryfikującymi zastosowany algorytm numeryczny 

rozwiązania równania (2.1), są zagadnienia tarcz i płyt o wysokim stopniu symetrii, tzn. np. 

zagadnienie kołowo-symetryczne. W tym przypadkach znamy analityczne rozwiązania 

równania (2.1). Przeprowadzone testy numeryczne dowiodły, że uzyskujemy rozwiązania 

numeryczne z żądaną dokładnością. Różnice między rozwiązaniami numerycznymi i 

analitycznymi są przy standardowej dokładności obliczeń stosowanej w programie 

MATHEMATICA niezauważalne. Przykładowo zamieszczamy wynik uzyskany dla 

nieskończonej tarczy izotropowej z otworem, por. Rys.3.1, która obciążona jest naprężeniami 

stycznymi. Rozwiązanie analityczne tego zadania we współrzędnych biegunowych jest 

bardzo łatwe i jest identyczne z rozwiązaniem numerycznym podanym na Rys.3.1. 

 

 

Rys. 3.1. Trajektorie naprężeń głównych 1  i 2   dla tarczy z materiału izotropowego. 

 

3.1. Tarcza swobodnie podparta obciążona  równomiernie  

a)   Materiał izotropowy. Dane materiałowe: Pa10112 11 .E , 3.0 . Wymiary: l=4m, 

h=2m, b=0.1m. Obciążenie q=5 kN/m
2
. 

 

 

Rys. 3.2. Trajektorie naprężeń głównych 1  i 2   dla materiału izotropowego.  



Ponieważ tensory naprężenia i odkształcenia są dla materiału izotropowego współosiowe to 

charakter trajektorii odkształceń głównych jest taki sam. 

b)   Materiał ortotropowy (żywica epoksydowa zbrojona włóknami grafitowymi). W tym 

przypadku osie układu odniesienia pokrywają się z tzw. kierunkami głównymi ortotropii, zaś 

włókna zbrojenia grafitowego mają kierunek osi x. Dane materiałowe: Pa10112 11

1  .E , 

Pa100530 11

2  .E , 25.012  , Pa100260 11

12  .G . Wymiary i obciążenie jak wyżej. 

 

Rys. 3.3. Trajektorie naprężeń głównych 1  i 2   dla materiału ortotropowego. 

 

Rys.3.4. Trajektorie odkształceń  głównych 1  i 2  dla materiału ortotropowego. 

 

3.2 Tarcza obustronnie utwierdzona obciążona  równomiernie  
 

a) Materiał izotropowy 

 

Rys.3.5. Trajektorie naprężeń głównych 1  i 2  dla materiału izotropowego (dane do 

zadania jak w pkt.3.1).  
 



b)   Materiał ortotropowy (żywica epoksydowa zbrojona włóknami grafitowymi) 

 
 

Rys.3.6. Trajektorie naprężeń głównych 1  i 2  dla materiału ortotropowego (dane do 

zadania jak w pkt.3.1).  

 

Rys.3.7. Trajektorie odkształceń  głównych 1  i 2  dla materiału ortotropowego (dane do 

zadania jak w pkt.3.1).  
 

 

3.3 Płyta swobodnie podparta na wszystkich brzegach obciążona siłą  
 

a) Płyta izotropowa o danych jak w pkt. 3.1.(a) a=b obciążona siłą w środku 

( m5m,10 00  yxba ). 

 

Rys.3.8. Trajektorie momentów głównych 1M i 2M dla materiału izotropowego. 

 



b) Płyta ortotropowa o danych jak w pkt. 3.1.(b) a=b obciążona siłą w środku 

( m5m10 00  yx,ba ). 

 

Rys.3.9. Trajektorie momentów głównych 1M i 2M dla materiału ortotropowego. 

 

Rozwiązanie z siłą w dowolnym punkcie płyty interpretujemy jako funkcję Greena i w 

podobny sposób otrzymujemy rozwiązania dla dowolnie obciążonych płyt. Inne przykłady 

rozwiązań dla płyt podamy w trakcie prezentacji referatu. 

 

3.4 Półpłaszczyzna sprężysta 

 

Porównujemy rozwiązania dla tarczy ortotropowej wykonanej z materiału kompozytowego 

(żywica epoksydowa zbrojona włóknami grafitowymi, dane identyczne jak w pkt. 3.1) przy 

różnych orientacjach głównych osi ortotropii. Rozwiązanie analityczne tego zadania dla 

składowych stanu naprężenia podaliśmy w pracy [1]. 

 

 

Rys.3.10. Trajektorie naprężeń głównych dla materiału kompozytowego ze zbrojeniem w 

kierunku osi x. 

 



 

Rys.3.11. Trajektorie naprężeń głównych dla materiału kompozytowego ze zbrojeniem w 

kierunku osi y. 

 

 

4. UWAGI KOŃCOWE 

 

W pracy podano rozwiązania prostych przykładów izotropowych i anizotropowych tarcz 

oraz płyt, które ilustrują tylko omawiane zagadnienie znalezienia trajektorii naprężeń 

głównych i odkształceń, momentów i krzywizn, gdyż rozpatrywano tylko materiały 

jednorodne. W ogólności problem jest znaczne bardziej złożony, gdyż w praktyce 

inżynierskiej stosuje się także tarcze i płyty niejednorodne, np. żelbetowe. Elementarne 

doświadczenie wskazuje, że znalezienie trajektorii naprężeń głównych w tarczach 

izotropowych oraz momentów głównych w płytach izotropowych jest pomocne do 

prawidłowego projektowania zbrojenia. Na przykład wprowadzenie zbrojenia w tarczach 

modyfikuje rozkłady naprężeń i odkształceń oraz ich trajektorie. Z reguły nie powtarza się 

rozwiązania tak zaprojektowanej niejednorodnej i anizotropowej tarczy. W pracy pokazano, 

że przykładowe rozwiązania dla tarcz anizotropowych są istotnie różne w porównaniu z 

tarczami izotropowymi. Podobnie jest w przypadku płyt. Uzasadnione jest wobec tego 

uzupełnienie algorytmów metody elementów skończonych o procedury znajdowania 

trajektorii poszukiwanych numerycznie pól tensorowych. Obecnie problem ten jest pod 

względem numerycznym bardzo złożony i nie są znane autorom artykułu żadne programy 

metody elementów skończonych, które zagadnienie powyższe kompleksowo rozwiązują. 

Podane w tym artykule oraz pracach [1,2,4] przykłady mogą służyć do oceny dokładności 

obliczeń i sprawdzenia algorytmów metody elementów skończonych i metody elementów 

brzegowych.  
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Summary 

The plane states of stresses and strains in the anisotropic homogeneous slabs are considered. 

The problem of derivation of the directions of the field of the principal stresses and strains are 

discussed. The issue of finding of the principal stresses and strains is an algebraic one. But 

the problem of finding of the directions of the field of the principal stresses and strains 

requires the solution of the non-linear differential equations with initial conditions in a 

numerical way. We use the MATHEMATICA program for analyses of the anisotropic 

homogeneous slabs and plates. 
 

 


