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1. WSTEP

W przypadku kompozytéw takich jak: zelbet, grunt zbrojony, polimerowe matryce
zbrojone wtoknami, drewno, itp., wlasno$ci mechaniczne materiatow nie sg izotropowe. W
wigkszosci przypadkéw sa to materialy transwersalnie izotropowe lub ortotropowe. Stad
wynika, ze tensory wilasne stanu naprezenia i odksztalcenia sa wzajemnie obrdocone, czyli
kierunki naprgzen i1 odksztalcen gléwnych sg rdzne. Praca dotyczy zagadnien: ptaskiego stanu
napre¢zenia (PSN) 1 plaskiego stanu odksztalcenia (PSO) w tarczach oraz teorii plyt
Kirchhoffa. Zaktadamy, ze tarcze 1 ptyty wykonane s3 z jednorodnego materiatu
anizotropowego. Celem pracy jest podanie przyktadow rozwigzan zagadnienia wlasnego dla
pol stanu naprezenia 1 odksztatcenia (PSN 1 PSO) oraz pdl momentow zginajacych 1 krzywizn
w przypadku plyt. Znalezienie wartosci wlasnych stanu napre¢zenia i odksztalcenia jest
problemem algebraicznym [2], natomiast znalezienie kierunkéw gltownych tych pdl
sprowadza si¢ do numerycznego calkowania nieliniowych réwnafn rdézniczkowych z
zadanymi warunkami poczatkowymi [4]. Nalezy zaznaczy¢, ze problem jest ztozony i trudno
go zalgorytmizowaé. Z reguly programy numeryczne (np. pakiety metody elementow
skonczonych) zawierajg tylko algorytmy znajdowania warto$ci wtasnych, zas kierunki wtasne
sa znajdowane algebraicznie tylko w punktach catkowania. Nie otrzymuje si¢ wobec tego
trajektorii tych pol. Zarowno w przypadku tarcz jak i ptyt (w prawoskretnym uktadzie
wspotrzednych) zagadnienie na wartoSci wlasne jest analogiczne gdyz reprezentacje
odpowiednich pdl tensorowych sa macierzami symetrycznymi. Postugujac si¢ pakietem
MATHEMATICA [5] do obliczen symbolicznych i numerycznych napisano programy do
wyznaczania warstwic 1 trajektorii pol symetrycznych tensorow drugiego rzedu. W pracy
podajemy tylko przyktadowe (reprezentatywne) wyniki obliczen numerycznych dla tarcz i
plyt anizotropowych. Zamieszczamy takze przykladowe testy, odpowiadajgce materiatom
izotropowym i znanym rozwigzaniom analitycznym, ktore weryfikuja zastosowane algorytmy
numeryczne.



2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA NA WYZNACZENIE TRAJEKTORII
WARTOSCI WLASNYCH POLA TENSOROW DRUGIEGO RZEDU

Znajdowanie trajektorii np. naprezen gtéwnych w tarczach jest zagadnieniem klasycznym i
sformutowanie tego problemu mozna znalez¢ praktycznie w kazdej monografii dotyczacej
wytrzymato$ci materiatow. Ze wzgledu jednak na cel pracy, ponizej skrotowo przypominamy
podstawowe fakty z tym zwigzane. Rozpatrujemy ptlaski obszar QQ, w ktérym okres§lone jest
pole tensorowe A(P): AeT,, gdzie P eQ. Pole to jest funkcja dwoch zmiennych x i y.
Dla kazdego punktu pola tensorowego A(P), mozemy sformulowaé zagadnienie wiasne
tzn. znalez¢ wartosci 1 wektory wlasne. Niech krzywa L bedzie trajektorig wartosci wiasnej
symetrycznego pola tensorowego drugiego rzedu A, ktorg opisujemy funkcja y(x).
Poszukiwanie trajektorii wartosci wlasnych ptaskich pol tensorowych sprowadza si¢ do
rozwigzywania ponizszego nieliniowego rownania rézniczkowego zwyczajnego
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z warunkami poczatkowymi, gdzie wielko$ci indeksowane w (2.1) sg sktadowymi pola Aw
ustalonym kartezjanskim ukladzie wspotrzednych. W szczegdlnosci gdy: A =06 to wartoSci
wlasne tensora ¢ nazywamy naprezeniami gtownymi, za§ dla A =& wartosci wlasne tensora
¢ nazywamy odksztatceniami glownymi w przypadku ptaskiego stanu odksztatcenia lub
napre¢zenia. Podobne rozroéznienie wprowadzamy dla ptyt méwiac odpowiednio o tensorze
momentow 1 krzywizn. Stosujac pakiet MATHEMATICA [5] do obliczen symbolicznych 1
numerycznych napisano program catkujacy rownanie (2.1) i wykres$lajacy trajektorie wartosci
wlasnych. Zauwazmy, ze dla A, =0 mamy osobliwo$¢ w rOwnaniu (2.1). Dlatego wygodnie

jest z punktu widzenia numerycznego zastosowa¢ metode perturbacji, tzn. zaburzy¢ wartos¢
A, . Przy ustaleniu warunkoéw poczatkowych pomocne jest wobec tego znalezienie wykresu

funkcji AW(X,y)zo. Nalezy zaznaczy¢, ze ze wzgledu na osobliwo$ci wystepujace w

rownaniu (2.1) poszukiwano takze rozwigzan roOwnania analogicznego do (2.1) w postaci

funkcji x(y).
3. PRZYKLADOWE TESTY NUMERYCZNE

W punkcie tym podamy kilka prostych przyktadéw wyznaczenia trajektorii odpowiednich
pol tensorowych w anizotropowych tarczach oraz plytach. Analiz¢ ograniczamy do
jednorodnego materiatu izotropowego lub ortotropowego. Rozpatrujemy zagadnienia PSN i
PSO bez sit masowych w kartezjanskim uktadzie wspotrzgdnych. Przypominamy, Ze jedna z
metod rozwigzania plaskiego zadania teorii sprezystosci sprowadza si¢ do zagadnienia
poszukiwania funkcji naprezen Airy’ego, ktéra spelnia roOwnanie rozniczkowe czastkowe
czwartego rzedu (powstale z rownan nierozdzielnosci) dla zadanych catkowych warunkéw
brzegowych w naprezeniach [3]. W przypadku anizotropowej potplaszczyzny sprezystej
obcigzonej na brzegu stosujemy metod¢ catkowania numerycznego z zastosowaniem tzw.
funkcji Greena (por. [1]), ktéra jest rozwigzaniem uogolnionego zadania Flamanta [3]. Do
calkowania numerycznego stosujemy program MATHEMATICA z adaptacyjnym
algorytmem catkowania Gaussa-Kronroda [5]. W przypadku ptyt rozwigzania podstawowe
uzyskujemy stosujac podwojne szeregi Fouriera. W kazdym przypadku stosowano
standardowe procedury programu MTHEMATICA do wygtadzania wykresow konturowych.



Jako przyklad materiatu ortotropowego rozpatrujemy kompozyt zbrojony witoknami
(matryca z zywicy epoksydowej zbrojona jest wtoknami grafitowymi).

Najprostszymi  zadaniami, weryfikujagcymi zastosowany algorytm numeryczny
rozwigzania rownania (2.1), sg zagadnienia tarcz i ptyt o wysokim stopniu symetrii, tzn. np.
zagadnienie kolowo-symetryczne. W tym przypadkach znamy analityczne rozwigzania
réwnania (2.1). Przeprowadzone testy numeryczne dowiodly, ze uzyskujemy rozwigzania
numeryczne z zadang dokladno$cig. Rodznice migdzy rozwigzaniami numerycznymi i
analitycznymi s3 przy standardowej dokladnosci obliczen stosowanej w programie
MATHEMATICA niezauwazalne. Przykladowo zamieszczamy wynik uzyskany dla
nieskonczonej tarczy izotropowej z otworem, por. Rys.3.1, ktora obcigzona jest naprezeniami
stycznymi. Rozwigzanie analityczne tego zadania we wspoOhrzednych biegunowych jest
bardzo tatwe i jest identyczne z rozwigzaniem numerycznym podanym na Rys.3.1.

Rys. 3.1. Trajektorie naprezen glownych o, | o, dla tarczy z materiatu izotropowego.

3.1. Tarcza swobodnie podparta obcigzona réwnomiernie

a)  Material izotropowy. Dane materialowe: E =2.11-10"Pa, v =0.3. Wymiary: I=4m,
h=2m, b=0.1m. Obciazenie q=5 kN/m’.
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Rys. 3.2. Trajektorie naprezen glownych o, | o, dla materiatlu izotropowego.



Poniewaz tensory naprezenia 1 odksztatcenia sg dla materialu izotropowego wspdtosiowe to
charakter trajektorii odksztatcen gldéwnych jest taki sam.
b) Material ortotropowy (zywica epoksydowa zbrojona widknami grafitowymi). W tym
przypadku osie uktadu odniesienia pokrywaja si¢ z tzw. kierunkami gtownymi ortotropii, za$
wlokna zbrojenia grafitowego maja kierunek osi x. Dane materialowe: E, =2.11-10"'Pa,
E, =0.053-10"Pa, v,, =0.25, G,, =0.026-10""Pa. Wymiary i obciazenie jak wyzej.
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Rys.3.4. Trajektorie odksztatcen gtéwnych ¢, i &, dla materiatu ortotropowego.

3.2 Tarcza obustronnie utwierdzona obcigzona rownomiernie

a) Materiat izotropowy

Rys.3.5. Trajektorie naprezen glownych o, i o, dla materiatu izotropowego (dane do
zadania jak w pkt.3.1).



b) Materiat ortotropowy (zywica epoksydowa zbrojona widoknami grafitowymi)

Rys.3.6. Trajektorie napr¢zen gltéwnych o, i o, dla materialu ortotropowego (dane do
zadania jak w pkt.3.1).

Rys.3.7. Trajektorie odksztalcen gltéwnych &, 1 ¢, dla materiatu ortotropowego (dane do
zadania jak w pkt.3.1).

3.3 Plyta swobodnie podparta na wszystkich brzegach obciazona sila

a) Plyta izotropowa o danych jak w pkt. 3.1.(a) a=b obcigzona sitg w srodku
(a=b=10m, Xx,=Y,=5m).

I

Rys.3.8. Trajektorie momentow gtéwnych M,i M ,dla materiatu izotropowego.



b) Piyta ortotropowa 0 danych jak w pkt. 3.1.(b) a=b obcigzona sitg w $rodku
(a=b=10m, x,=y,=5m).

1

Rys.3.9. Trajektorie momentow glownych M,i M,dla materialu ortotropowego.

Rozwigzanie z sila w dowolnym punkcie plyty interpretujemy jako funkcje Greena i w
podobny sposéb otrzymujemy rozwigzania dla dowolnie obcigzonych plyt. Inne przyktady
rozwigzan dla ptyt podamy w trakcie prezentacji referatu.

3.4 Polplaszczyzna sprezysta

Poréwnujemy rozwigzania dla tarczy ortotropowej wykonanej z materiatu kompozytowego
(zywica epoksydowa zbrojona wioknami grafitowymi, dane identyczne jak w pkt. 3.1) przy
roznych orientacjach glownych osi ortotropii. Rozwigzanie analityczne tego zadania dla

sktadowych stanu naprezenia podali§my w pracy [1].

o = const

Rys.3.10. Trajektorie naprezen gtéwnych dla materialu kompozytowego ze zbrojeniem w

kierunku osi Xx.



Rys.3.11. Trajektorie napr¢zen gldwnych dla materiatu kompozytowego ze zbrojeniem w

Kierunku osi y.

4. UWAGI KONCOWE

W pracy podano rozwigzania prostych przyktadéw izotropowych i anizotropowych tarcz
oraz ptyt, ktére ilustrujg tylko omawiane zagadnienie znalezienia trajektorii naprgzen
glownych 1 odksztalce, momentéw 1 krzywizn, gdyz rozpatrywano tylko materialy
jednorodne. W ogodlnosci problem jest znaczne bardziej zlozony, gdyz w praktyce
inzynierskiej stosuje si¢ takze tarcze i1 plyty niejednorodne, np. Zelbetowe. Elementarne
doswiadczenie wskazuje, ze znalezienie trajektorii naprezen gltownych w tarczach
izotropowych oraz momentow glownych w ptytach izotropowych jest pomocne do
prawidtlowego projektowania zbrojenia. Na przyktad wprowadzenie zbrojenia w tarczach
modyfikuje rozktady naprezen i odksztatcen oraz ich trajektorie. Z reguly nie powtarza si¢
rozwigzania tak zaprojektowanej niejednorodnej i anizotropowej tarczy. W pracy pokazano,
ze przykladowe rozwigzania dla tarcz anizotropowych sa istotnie rézne w poroéwnaniu z
tarczami izotropowymi. Podobnie jest w przypadku ptyt. Uzasadnione jest wobec tego
uzupehienie algorytmoéw metody elementow skonczonych o procedury znajdowania
trajektorii poszukiwanych numerycznie pol tensorowych. Obecnie problem ten jest pod
wzgledem numerycznym bardzo zloZony i nie sa znane autorom artykutu Zadne programy
metody elementow skonczonych, ktére zagadnienie powyzsze kompleksowo rozwigzuja.
Podane w tym artykule oraz pracach [1,2,4] przyktady moga stuzy¢ do oceny doktadnos$ci
obliczen 1 sprawdzenia algorytmow metody elementow skonczonych i metody elementow
brzegowych.
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Summary

The plane states of stresses and strains in the anisotropic homogeneous slabs are considered.
The problem of derivation of the directions of the field of the principal stresses and strains are
discussed. The issue of finding of the principal stresses and strains is an algebraic one. But
the problem of finding of the directions of the field of the principal stresses and strains
requires the solution of the non-linear differential equations with initial conditions in a
numerical way. We use the MATHEMATICA program for analyses of the anisotropic
homogeneous slabs and plates.



