O fundamentach pomiaru ryzyka
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Streszczenie: Autorka zaproponuje inne alternatywne definicje porzadku stochastycznego. Sprawdzi
ponadto wtasnos$ci koherentnej miary ryzyka dla Oczekiwanego Niedoboru, Mediany, Bezwzglednego
Odchylenia Medianowego i funkcji Max Loss, przy roéznych definicjach porzadku stochastycznego
pierwszego rzedu. Celem pracy jest tez wzbogacenie aksjomatow Arznera i innych , definiujacych kohe-
rentng miare ryzyka o pewng dodatkowg wilasno$¢ funkcji miary. Badanie bedzie wykonane metodg do-
wodzenia matematycznego. Tylko niektére dowody wiasnoséci miary przedstawione w tym artykule sa
znane z literatury. Zastosowanie mediany jako miary ryzyka, badanie monotonicznoséci miar ryzyka przy
roéznych definicjach porzadku stochastycznego, w tym propozycje innego definiowania porzadku na
zmiennych losowych oraz wzbogacenie aksjomatyki Arznera i innych o dodatkowy aksjomat to propo-
zycje autorki.
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Wprowadzenie

Jednym z etapéw w procesie zarzadzania ryzykiem jest oparty na modelach matematycznych
pomiar ryzyka, ktory pozwala miedzy innymi na kontrol¢ 1 monitorowanie ryzyka. Jego zna-
czenie wynika z narazenia podmiotu gospodarczego, a takze innych podmiotow na skutki
pozytywne badz negatywne zdarzen losowych. W tym artykule skoncentrujemy si¢ na zna-
nych, najczeséciej stosowanych przez praktykow i badanych przez naukowcoéw, a zatem naj-
wazniejszych miarach ryzyka. Uwzglednimy tez te znane lecz rzadziej wykorzystywane.
Pierwsza rozwazang przez autorke funkcja bedzie warto$¢ zagrozona, ktora definiuje si¢ jako
pewien kwantyl rozktadu prawdopodobienstwa. Jak wiadomo jest to standardowa miara za
pomoca ktorej okresla si¢ ryzyko w bankach, ryzyko portfeli i kwantyfikuje si¢ je w wielu
innych sytuacjach. Przypomnijmy, ze ma ona wiele zalet gdyz uwzglednia prawdopodobien-
stwo i pozwala okresli¢ ryzyko w doktadnym horyzoncie czasowym. Ponadto jest popularna,
uniwersalna i tatwa do interpretacji. Wiadomo tez, ze nie jest pozbawiona wad, gdyz podaje
warto$¢ szacunkowsa, opartg na estymatorach a nie doktadng. Co wiecej zaktada normalnos¢
rozktadu zmiennej ryzyka, a jej wartos¢ jest wrazliwa na metode estymacji. W tym artykule

sprawdzimy czy przy nowej definicji porzadku stochastycznego, ktory ma lepszg interpretacje
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VaR pozostaje miarg ryzyka. Autorka zaproponuje tez inna alternatywna definicje porzadku
stochastycznego. Sprawdzi ponadto wiasnosci koherentnej miary ryzyka dla Oczekiwanego
Niedoboru, Mediany, Bezwzglednego Odchylenia Medianowego 1 funkcji Max Loss, przy
dwoch réznych definicjach porzadku stochastycznego pierwszego rzgdu. Celem pracy jest tez
wzbogacenie aksjomatow Arznera, definiujacych koherentng miar¢ ryzyka o pewna dodat-

kowa wlasno$¢ funkcji miary.
1. Metody
Na poczatku zaprezentujemy i zinterpretujemy definicj¢ miary ryzyka.

Definicja (Miary Ryzyka)
Miara ryzyka jest funkcja, ktéra odwzorowuje elementy pewnej liniowej podprzestrzeni V

pewnej przestrzeni zmiennych losowych na przestrzen (Q, F, P), ktora zawiera state w zbior

zmiennych rzeczywistych.
pV-oR,

Spelnia ona nastepujace aksjomaty:

1) monotonicznos¢

dlakazdego X.,Y eV, jesli X <y wtedy, p(X)<p(Y)

Oznacza to, ze jesli portfel X generuje straty z mniejszym prawdopodobienstwem to ryzyko

zwigzane w tym portfelem jest mniejsze.

2) niezmienniczo$¢ ze wzgledu na przesuniecia : dla kazdego a€R i dla kazdego
X eV

p(X + a) =p(X)+a.

Aksjomat ten moze by¢ interpretowany w taki sposob, ze kiedy dodamy pewne pienigdze do
portfela ryzyko zwigzane z tym portfelem wzro$nie, jesli rozumie si¢ ryzyko neutralnie jako
mozliwy zysk zwigzany z tym portfelem. Poniewaz wartos$ci przyjmowane przez miary ryzy-
ka sg rzeczywiste mozemy je porzadkowac i poréwnywac, jesli spetniajg powyzsze aksjomaty

(Arzner i inni, 1998)

Def. (miara koherentna)
Miara ryzyka jest koherentna, jesli spetnia warunki.

3) dodatnia jednorodnosc



Dla kazdego >0 idlakazdego X eV prawda jest, ze

p(aX)=2p(X)

Ten aksjomat moze oznaczaé, ze zwielokrotnienie wielkosci inwestycji powoduje, ze ryzyko
zwigksza si¢ proporcjonalnie.

4) subaddytywnosc¢:

dla kazdego X.,Y €V istnieje zaleznosc:
pX+Y)< p(X)+p(Y).

W dobrze zdywersyfikowanym portfelu catkowite ryzyko straty nie jest wigksze niz ryzyko
jego poszczegodlnych sktadnikow. Warunki koherentnosci pozwalaja na konsekwencj¢ w oce-
nie ryzyka (Artzner i inni, 1997) , (Uniejewski, 2004). Przypomnijmy wiadomos$ci na temat
miar ryzyka badanych w tej pracy. Warto$¢ narazona na ryzyko jest to najwicksza kwota,
jakg mozna straci¢ w wyniku inwestycji w portfel w okreslonym horyzoncie czasowym i przy
zalozonym poziomie tolerancji (Best, 2000). VaR definiuje si¢ jako strate, ktdéra z pewnym
prawdopodobienstwem w okre§lonym czasie nie zostanie osiagni¢ta badz przekroczona. Ina-
czej VaR jest strata, ktora z prawdopodobienstwem p w okresie T dni nie zostanie przekro-
czona. W celach interpretacyjnych przyjmuje si¢ pewne zatozenia przede wszystkim dotycza-
ce prawdopodobienstwa z jakim podaje si¢ wyniki oraz dlugos$¢ czasu przez jaki bedziemy
utrzymywany portfel. Metoda Value at Risk jest jedng z najnowocze$niejszych koncepcji po-
miaru ryzyka uzywang przez wigkszos¢ instytucji na $wiecie - funduszy inwestycyjnych,
emerytalnych, bankéw 1 domoéw inwestycyjnych. Istnieja pewne jej modyfikacje i inne miary
bazujace na koncepcji VaR. Sa to zysk narazony na ryzyko i przeplywy pieni¢zne narazone
na ryzyko. Znane sg tez miary ktore zostaly zdefiniowane w oparciu o VaR. Sg to ES i TVAR.
Przypomnijmy, ze przez warto$¢ narazong na ryzyko rozumiemy liczbe zdefiniowang naste-

pujaco (Jajuga, 2000).

PW >W, -VaR)=1-a

W - warto$¢ rynkowa na koncu rozpatrywanego okresu, W, - warto$¢ rynkowa w danym mo-
mencie «- poziom tolerancji. W tej pracy nawigzemy do inaczej zapisanej definicji warto$ci

zagrozonej:

inf{xeR:F(x)>a}.
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Na podstawie VaR opracowano Expected Shortfall, ktory jest takze nazywany warunkowa
warto$cig zagrozong, a takze CVaR 1 TVAR. ES ocenia warto$¢ ryzyka inwestycji w sposob
klasyczny skupiajac si¢ na skrajnych wynikach. Jest rozumiany jako oczekiwana strata na
portfelu rowna lub wyzsza od pewnego kwantyla. Zazwyczaj przyjmuje si¢ do jego obliczen

- 5% poziom ufnosci. Formalnie Expected Shortfall mozna zdefiniowaé nastepujgco

1 oa
ES, = ;jVaRy(X X7,
0

a w przypadku dyskretnym nastepujaco:

ES, = —é(E[Xl{XSXQ}Jr %, (@—P[x <x,]))
Oczekiwany niedobor — (patrz Trzpiot G., 2004 i Acerbi C., Tasche D., 2002), moze by¢ in-
terpretowany jako $rednia najgorszych (1-«)% strat pod warunkiem, Ze te straty sa wigksze
niz warto$¢ zagrozona. Inne miary rozwazane w tej pracy to proste, nie wymagajace komenta-
rza miary takie jak ML, kwanty, mediana i warto$¢ oczekiwana w przypadkach ciaglym i
dyskretnym. W pracy uwzgledniamy trzy definicje porzadku na zmiennych losowych. Zdefi-

niujemy stochastyczny porzadek pierwszego rzgdu w sposob klasyczny.

Definicja (standardowa stochastycznej dominacji pierwszego rzedu)

Jesli zmienna X dominuje stochastycznie nad zmienng Y, co mozna napisa¢ X <Y, 10

Fi(y)<F,(x)

Mozna powyzszg nierownos$¢ rozumieé tak, ze dystrybuanta zmiennej ryzyka Y jest mniejsza
niz dystrybuanta zmiennej ryzyka X. Oznacza to ze ze zmienng Y zwigzane jest wigksze ry-
zyko niz ze zmienng X. Mozna mie¢ watpliwos$¢ czy ta definicja jest odpowiednia do wyra-
zenia dominacja stochastyczna, gdyz stowo dominacja oznacza prym czy uprzywilejowana

pozycje.

Definicja (stochastycznej dominacji pierwszego rzedu)
Jesli zmienna Y dominuje stochastycznie nad zmienng X, co mozna napisaé

X <Y, 10 F(x)<F,(y).
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Mozna te definicje rozumiec tak, ze prawdopodobienstwo wyzszej straty jest mniejsze dla
portfela Y niz dla portfela X.
Dla obu tych definicji wszystkie wlasnosci miary ryzyka beda rownoczesnie spetnione lub
nie. W drugim przypadku jednak warunek monotonicznosci musi by¢ nastgpujacy:

X <Y = p(Y)< p(X)

czyli funkcja miary ryzyka musi by¢ malejaca.
Poniewaz niektore miary ryzyka nie uwzgledniajg prawdopodobienstwa mozna zdefiniowac

relacj¢ porzadkujaca bez uwzglednienia prawdopodobienstwa.

Stabymi porzadkami cz¢sciowymi nazywane sg relacje zwrotne, przechodnie i antysyme-
tryczne 1 tak zdefiniujemy relacje porzadku na zmiennych losowych.
Definicja (czesciowego porzadku na zmiennych losowych)

XY & VXY

X,y

Dodatkowo wzbogacimy aksjomaty miary ryzyka o nowy aksjomat (*) i sformutujemy jego

interpretacje.

Aksjomat 1

Dla dowolnych zmiennych ryzyka X iY

XY = ulY 1 X)= ulY )— u(X).

Aksjomat ten moze oznacza¢ ze jesli kwota X jest czgscig wigkszej kwoty Y to ryzyko zwia-
zane z inwestycja w portfel zawierajacy gotdowke Y po odjeciu gotowki X jest rowne wartosci
ryzyka zwiazanego z portfelem zawierajacym Y zmniejszonego o ryzyko zwigzane z portfe-
lem zawierajacym gotowke X. Zaktada si¢ ze ryzyko jest rozumiane pozytywnie, jako szan-
sa. Zauwazamy, ze powyzszy aksjomat nie jest konsekwencja wczesniej przyjetych aksjoma-
tow miary i koherentnosci. Jest jedng z podstawowych wlasnosci miary, wynikajacych z ak-

sjomatow miary.

! http://math.uni.lodz.pl/~kowalcr/TeoriaMiary/wyklad2.pdf



2. Rozwazania teoretyczne

Autorka przypomni, ze VaR jest miarg ryzyka. Zalézmy z definicji porzadku na zmiennych
losowych ze:

X <Y & F(x)= F(y)
Dla wszystkich x i y prawda jest, ze:

F(x)=P(X <x) 2 P(Y <y)=Fy(y)
Whynika stad, ze
inf{xeR:F(x)>a}<inf{yeR:F(y)>a},
czyli
VaRyx<VaRy,

Jezeli przyjmie si¢ przeciwng definicj¢ porzadku stochastycznego to VaR oczywiscie dla no-
wego aksjomatu monotonicznosci bedzie rowniez miarg ryzyka.
Zatoézmy, ze X <Y . Wtedy symetrycznie
X <Y < Fy(y)>F(x)
Dla wszystkich x iy
F(x)=P(X <x) <P(Y <y)=Fy(y)
Wynika stad, ze
infixeR:F(x)>a}>inflyeR:F(y)>a},
czyli
VaRy > VaRy.

Warto$¢ oczekiwana i jej szczeg6élny przypadek Expected Shortfall (ES) w przypadku dys-
kretnym sa miarami ryzyka w sensie Arznera, gdyz przyjmujac klasyczng definicj¢ porzadku
stochastycznego spetniaja wszystkie aksjomaty koherentnej miary ryzyka.

e monotonicznos¢
Zaloézmy, ze X <Y . Zatem z definicji porzadku na zmiennych losowych (Unijawski, 2004)
P(X <x)>P(Y <y).
Z pi = Z Pi-

Xj <X Yi<y

Zalézmy, ze x >VaR y >VaR oraz
p(X)= in p; < ZYi b =p(Y)
i-1 i-1

E(X/x>VaR)< E(Y/y>VaR),
p(X)<p(Y)



Rowniez w tym przypadku dowdd dla drugiej definicji porzadku polegalby na odwrdceniu
nierdbwnosci w dowodzie.

e niezmienniczo$¢ ze wzgledu na przesunigcia

n

P(OHX)ZZ(OHXi)pi :Z::a'pi +gxipi =aZ::pi +Z::Xipi =a+p(X).

i=1

Suma prawdopodobienstw rozktadu zmiennej losowej z definicji rowna si¢ jeden.

e pozytywna jednorodnos$¢ dla kazdego 1>0

p(xlX)zil-xi Pi =lixi pi = 2p(X).

Ponizsze kroki wynikajg z wlasnosci szeregu liczbowego.

e addytywno$¢

PX+Y)= 20X, +%)- By = D2+ yibs = (X )+ ol )

i
Korzystamy z prawa rozdzielnosci dla szeregu liczbowego.
Przeprowadzimy matematyczne dowody w przypadku gdy zmienna losowa jest ciagla.
e Monotoniczno$¢
Autorka udowodni, ze w szczegdlnym przypadku prawdziwa jest nierdwno$¢ przeciwna niz

nier6wnos¢ w aksjomacie monotonicznosci.

Zatdézmy, ze X <Y

y X
Ry)< R()= [ f(y)dy < [glxpx
Zatozmy, ze y<x

A< R0 [ Txy < ol

Wobec powyzszego

y X

[ v vy < [xg(xlix.
Zatem z definicji warto$ci oczekiwanej

E(Y)<E(X)= p(Y)< p(X)



e niezmienniczo$¢ ze wzgledu na przesunigcia

p(X +a)= T(x+a)f(x)dx= ojsxf(x)dx+osz(x)dx= Txf(x)dx+a:p(x).+a

—00

Wykorzystalismy definicj¢ warto$ci oczekiwanej 1 wlasnosci catek.

¢ dodatnia jednorodnos¢: dla kazdego 2>0

p(AX)= T/le (xpx =2 Txf (xpx = Ap(X)

Stata moze by¢ wylaczona przed catke, co wynika z wlasnosci catek.

o0

p(X+Y)=E(X+Y)= T(X+ y)f (x+ yixdy = [ xf; (x)ox+ Tyfl(y)dx =E(X)+E(Y)=p(X)+p(Y).

—00

gdzie f,(x) i f,(y) oznaczajg gestosci brzegowe. Dowody wynikajg z wlasno$ci warto$ci
oczekiwanej.

Przeanalizujemy ES w przypadku ciaggtym. Przeprowadzimy dowo6d monotonicznosci dla ES.

Zatdézmy, ze X <Y . W tym przypadku dowdéd wynika z dowodu dotyczacego VaR. Jesli
przyja¢ klasyczng definicj¢ porzadku stochastycznego to VaR, <VaR,

1% 17
;£VaR7 (X )dy < ;_([VaRy (Y )dy .
W drugiej sytuacji, gdy porzadek jest zdefiniowany przeciwnie, t0 var, >VaR,

1% 1%
= [var, (X )y == [var._ (Y )dy.
agay( )7>a£ay()7

Zatem funkcja ES jest monotoniczna w drugim sensie.

Wykonamy dowody dla innych funkcji ryzyka znanych z literatury. Inng znang funkcja ryzy-

ka jest dyskretny p(X)=maxxp;. Jest to Maximum Loss ktora uwzglednienia prawdopodo-

bienstwo (Czerniak, 2003). Dowody wtasnosci koherentnej miary ryzyka dla ML zostaty

przypomniane ponize;j.
e Mmonotonicznos¢

Zatozmy, ze X <vY. Zatem z definicji klasycznej Fy(y)<F,(x). P(~o,y)<Py(—oo,x), lecz



e niezmienniczo$¢ ze wzglgdu na przesuniecia

p(X +a):maX(Xi P; +a): maxx; p; + o :p(X)+a

e pozytywna jednorodno$¢ 1>0

p(2X) = max Ax; p; = 2max x; p; = Ap(X)
e silna subaddytywnos¢

(X +Y)=max(x; py; +YPy,) = Max x; p; +max y; p; = p(X)+p(Y)

Kolejne dowody matematyczne dotycza zaproponowanej Mediany jako miary ryzyka. Zakta-
damy, ze Y dominuje nad X w sensie dominacji pierwszego rzadu
F(y)< F(x)
Zatem
Mediana(X ) < Mediana(Y ).
Stad  p(X)<p(Y)

e jednorodno$¢ 1>0

Jesli ponumeruje si¢ obserwacje od 1 do n i posortuje si¢ je od najmniejszej do najwickszej,
nalezy uwzglednié¢ rozne przypadki
o liczba naturalna n jest nieparzysta

p(AX) = mediana(AX ) = AX(,,1),, = Amediana(X ) = 1p(X ).

o liczba naturalna n jest parzysta
p(2.X) = mediana(Ax) = A+ (Xy/5 + X(n/241)) /2 = Amediana(X ) = 7p(X)

e subaddytywnos$¢

Przez mediang sumy zmiennych bgdziemy rozumieli mediang szeregu wartosci pochodza-
cych z obu szeregéw

o liczba naturalna n jest nieparzysta

p(X+Y)=mediana(X +Y) = (X +Y )12 < X(nsay2 + Yinsry2 = mediana(X )+ mediana(Y )= p(X )+ (Y )

o liczba naturalna n jest parzysta

(X +Y)=mediana(X +Y) < X, +Y(a12+(n/2+1))/2 = Mediana(X )+ mediana(Y ) = p(X )+ p(Y )

n/2+(n/2+1))/2
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o szeregi sg roznej dtugos$ci n parzyste, m nieparzyste

(X +Y)=mediana(X +Y) < X os2smrzearz  Ymayz = mediana(X )+ mediana(Y ) = p(X )+ o(Y ).

o szeregi sg roznej dtugosci m parzyste, n nieparzyste

p(X+Y)=mediana(X +Y) < X +Y(m/os(miz:1))2 = mediana(X )+mediana(Y ) = p(X )+ p(Y )

e niezmienniczo$¢ ze wzgledu na przesuniecia: p(X +a)= p(X)+a.

p(X)=mediana(X +a) = mediana(X) +a.

Zatem mediana jest miarg ryzyka przy standardowym rozumieniu porzadku stochastycznego.
Autorka sprawdzi warunki miary ryzyka dla klasycznego kwantyla

e Mmonotonicznosé
Zalozmy, ze XY eV, X <Y, F(y)<F(x), P(~o,y)<Py(~o0,x)

Zatem
p(X)=P(X <R,)=R(Y <R,)=p(Y)

Whioskuje si¢ o barku monotonicznosci.

Zmiana kierunku nieréwnosci w definicji porzadku stochastycznego nie zmieni tego wnio-

sku.
e niezmienniczo$¢ ze wzgledu na przesunigcia
Kontrprzyktad
P(X =x)=1 a=4, R, =2 X ={3}
0=P(3<2)=P(3<6-4)=P(3<6)-4=1-4=-3

Dowody pozostatych wtasnosci znajduja si¢ w innej, jeszcze nieopublikowanej pracy autorki

pt. ”About Coherent Measures of Risk” .
Dalsze dowody dotycza Bezwzglednego Odchylenia Medianowego dla Kklasycznej definicji

porzadku standardowego.

e monotoniczno$¢. Dla X,Y eV .Jesli X <Y to p(X)<p(Y)

Zatdézmy, ze X <Y
Fiy)< Fa(x)
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Zatem dla wszystkich x iy
p(Y )= MEDIANAJY — MEDIANA(Y )| < MEDIANA|X — MEDIANA(X)| = p(X)

Zatem p(Y)> p(X) Oznacza to, Ze istnieje monotonicznos¢.

2. Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na przesuniecia: p(X +a)= p(X)+a

Kontrprzyktad
X ={,234}, P(X=x)=1/4

p(X +1)= MEDIANA|X +1— MEDIANA(X +1)|=1
p(X)+1=MEDIANA|X — MEDIANA(X)|+1=25

Dla tej miary istnieje brak niezmienniczosci ze wzglgdu na przesunigcia.

3. Whnioski

W artykule zaproponowano trzy sposoby definiowania porzadku stochastycznego. Jezeli
przyjac standardowa definicje tego porzadku to VaR, ES 1 EX w przypadku dyskretnym sa
miarami ryzyka, a ES, Max Loss i zaproponowana przez autork¢ Mediana jako miara ryzy-
ka sa koherentnymi miarami ryzyka. Nie jest za§ miarg ryzyka kwantyl 1 warto$¢ §rednia.
Ostatnia w przypadku ciagltym, gdyz nie spetnia niektorych warunkdéw miary ryzyka, a takze
Bezwzgledne Odchylenie Medianowe gdyz nie jest dla niego prawdziwy warunek niezmien-
niczo$ci na przesunigcia. Jezeli przyjmie si¢ zaproponowang przez autorke przeciwng defini-
cje porzadku stochastycznego, ktora ma bardziej naturalng interpretacj¢ to przy nowym ak-
sjomacie monotoniczno$ci wszystkie wtasno$ci udowodnione wczesniej sa zachowane. Au-
torka proponuje tez inny sposob definiowania porzadku na zmiennych losowych, ktory nie
ujmuje prawdopodobienstwa 1 jest klasyczng definicja porzadku czesciowego. Poniewaz nie
wszystkie miary ryzyka uwzgledniaja prawdopodobienstwo, taki sposéb definiowania po-
rzagdku w dowodach wlasnos$ci monotoniczno$ci wydaje si¢ konkurencyjny. Autorka wpro-
wadza tez dodatkowy aksjomat do zbioru aksjomatow koherentnej miary ryzyka Arznera i
innych 1 podaje jego interpretacj¢ na gruncie teorii pomiaru ryzyka. Sens praktyczny tego
zabiegu oraz sprawdzenie ktore znane funkcje ryzyka spetniajg aksjomaty Arznera i innych
po przyjeciu  definicji porzadku czg¢sciowego na zmiennych losowych moga by¢ tematem

dalszego badania.
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FUNDAMENTALS OF RISK MEASUREMENT

Abstract: In this article the author will propose other alternative definitions of stochastic order. She will
check moreover the properties of coherent measures of risk for ES, Median, Median Absolut Deviation
and Maximum Loss, with different definitions of the first order stochastic orders. The purpose of the pa-
per is also enrichment of Arzner’ s et al. axioms , which define coherent measure of risk of some addi-
tional property of measure of risk. This survey will be performed with the method of mathematical proof.
Only some of measure properties presented in this article are known from the literature. Application of
Median as a measure of risk, research of monotonicity of risk measure with different definitions of sto-
chastic order and enrichment Arzner’s et al. axioms with additional axiom are the proposals of the au-
thor.
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