Rozdziat

Weryfikacja hipotez statystycznych

3.1. Informacje wprowadzajace

W poprzednim rozdziale poznalismy metody szacowania (estymacji) para-
metrow populacji generalnej. Interesujagcymi nas parametrami byly: $rednia,
wariancja i odchylenie standardowe oraz wskaznik struktury. Odmiennym po-
stepowaniem majacym na celu zdobycie informacji o populacji na podstawie
znajomosci jej czesci (proby) jest weryfikacja hipotez. Pozwala ona uzyskacd
wigcej informacji o populacji niz estymacja, gdyz hipotezy, jakie si¢ formutuje,
a nastepnie sprawdza, mogg dotyczy¢ nie tylko wartosci parametréw populacji,
ale rowniez innych wlasnosci populacji, np. ksztaltu rozktadu populacji. Mozna
wiec na przyktad sprawdzi¢, czy rozklad analizowanej populacji jest normalny.

Hipoteza statystyczna to kazdy sad o populacji generalnej sformutowany bez
petnej znajomosci tej populacji.

Wyrézniamy:

» hipotezy parametryczne, czyli dotyczace parametrow populacji. Na przy-
ktad stwierdzenie, ze frakcja osob posiadajacych telefon komoérkowy réwna
jest 0,9, to hipoteza parametryczna;

* hipotezy nieparametryczne, czyli wszystkie pozostate. S wsrdd nich m.in.
hipotezy dotyczace ksztattu rozktadu populacji (np. stwierdzenie, Ze czas ob-
shugi klienta podlega rozktadowi normalnemu) czy hipotezy o niezalezno-
Sci (np. ze koszty produkcji pewnego wyroby nie zaleza od technologii jego
wytwarzania).
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Po sformutowaniu hipotezy nastepuje proces weryfikacji, czyli sprawdze-
nia jej prawdziwosci. Tak wiec celem weryfikacji hipotezy jest podjecie decyzji
0 przyjeciu postawionej hipotezy (czyli uznanie sformutowanego sadu za sad
prawdziwy) lub decyzji o odrzuceniu tej hipotezy (czyli uznanie sformutowa-
nego sadu za nieprawdziwy). Oczywiste jest zatem, ze formutujac sad o zbio-
rowosci generalnej przy niepelnej znajomosci tej zbiorowosci, nalezy liczy¢ si¢
z ryzykiem bledu polegajacego na podjeciu decyzji niestusznej. Bowiem kon-
kretna, formutowana przez nas hipoteza na temat populacji, moze by¢ w rzeczy-
wistosci albo prawdziwa, albo fatszywa.

Weryfikacja hipotez odbywa sie za pomoca testow statystycznych. Do we-
ryfikacji hipotez parametrycznych stuza testy parametryczne, natomiast do
weryfikacji hipotez nieparametrycznych — testy nieparametryczne. Procedura
testowania hipotez za pomocg testow statystycznych wymaga sformutowania,
obok hipotezy bezposrednio weryfikowanej, drugiej hipotezy, tzw. hipotezy al-
ternatywnej. [ tak:

* Hipoteza zerowa (oznaczana przez H)) to hipoteza bezposrednio
weryfikowana.

* Hipoteza alternatywna (oznaczana przez H,) to hipoteza bedaca odpowied-
nim zaprzeczeniem hipotezy zerowej i ktora uznaje si¢ za prawdziwa w przy-
padku odrzucenia hipotezy zerowe;j'.

Test statystyczny pozwala rozstrzygnaé, czy postawiong hipoteze zerowq
mozemy przyja¢€, czyli uzna¢ za prawdziwa, czy tez nalezy ja odrzuci¢, czyli
uznac za falszyws.

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, iz ,,przyjecie’ hipotezy zerowej (nieodrzu-
cenie hipotezy zerowej) nie jest jednoznaczne z tym, ze udowodnilismy jej praw-
dziwos¢, a tylko iz brak jest dostatecznych podstaw do jej odrzucenia. Z terminem
,»przyjac” lub ,,akceptowac” w odniesieniu do hipotezy zerowej nie nalezy wigzac
zwyklego, codziennego znaczenia. Sytuacje t¢ mozna porownac do sytuacji w sg-
dach, ktore uniewinniajg oskarzonych z powodu braku dostatecznych dowodow?.

Wyobrazmy sobie, ze sad ma rozstrzygna¢, czy osoba siedzaca na tawie
oskarzonych jest winna zarzucanego jej czynu, czy tez nie. Znaczy to, ze posta-
wiono hipotezy:

Hipoteza zerowa (H,): oskarzony jest niewinny (zwolnic)
Hipoteza alternatywna (H,): oskarzony jest winny (ukarac)

! Hipoteza alternatywna jest nickiedy oznaczana przez H ,.
2 A. Aczel, Statystyka w zarzgdzaniu, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2006.
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Decyzje, czy oskarzonego uznac za niewinnego czy tez za winnego, sad po-
dejmuje na podstawie zeznan $wiadkdéw 1 przedstawionych dowodow. Zasada
»domniemanej niewinnos$ci” oznacza, iz oskarzonego uwaza si¢ za niewinnego
tak dtugo, dopdki nie przedstawi si¢ ,,wystarczajacych dowodow” winy. Wielo-
krotnie wiec zdarza sie, iz osoba oskarzona zostaje zwolniona tylko dlatego, ze
,brak jest wystarczajacych dowodow” winy. Podobnie jest w statystyce: hipo-
teze zerowq utrzymuje si¢ tak dlugo, dopdki nie znajdzie si¢ ,,wystarczajacych
podstaw”, aby ja odrzuci¢. A zatem:

Przyjecie hipotezy zerowej nie oznacza, iz udowodnilismy jej prawdziwosé, a je-
dynie, iz brak jest wystarczajacych podstaw do jej odrzucenia.

Jesli ,,znajdziemy podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej”, to ja odrzu-
cimy i przyjmiemy hipotez¢ alternatywna (oskarzonego uznamy za winnego).
Niestety, istnieje ryzyko, iz podjeta decyzja jest bledna i ukarana zostanie osoba,
ktora jest niewinna. Z kolei podejmujac decyzje o przyjeciu hipotezy zerowe;,
ryzykujemy btedem, iz zwolniona zostanie osoba winna.

Podejmujac w wyniku weryfikacji decyzje o przyjeciu lub odrzuceniu hi-
potezy zerowej, musimy mie¢ na uwadze, iz zawsze istnieje ryzyko podjecia
blednej decyzji. Mozemy bowiem przyjg¢ hipotezg, ktdéra w rzeczywistosci jest
fatszywa albo odrzucié hipoteze, ktora w rzeczywistosci jest prawdziwa. Tak
wiec w wyniku testowania konkretnej hipotezy mozemy popetnic¢ jeden z dwoch
rodzajow bledow, tzw. blgd pierwszego rodzaju lub bigd drugiego rodzaju.

* blad I rodzaju — popetniamy w sytuacji, gdy uznamy za falszywa i odrzuci-
my hipotezg zerowa (H), ktdra w rzeczywistosci jest prawdziwa,

* blad Il rodzaju — popelniamy wowczas, gdy uznamy za prawdziwa i nie od-
rzucimy hipotezy zerowej (), ktdra w rzeczywistosci jest falszywa.

Mozliwe sytuacje przy testowaniu hipotez przedstawione sg w tabeli 3.1.

Tabela 3.1. Decyzje i rodzaje bteddw przy testowaniu hipotez statystycznych

Hipoteza H, w rzeczywisto$ci

Decyzja co do hipotezy H,
Prawdziwa Fatszywa

Przyjac

(brak podstaw do odrzucenia) Stuszna decyzja Btad II rodzaju

Odrzuci¢ Btad I rodzaju Shuszna decyzja
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Wprowadzmy oznaczenia:

o  — prawdopodobienstwo popehienia bledu I rodzaju (odrzucenia praw-
dziwej H,), jakie badacz jest w stanie zaakceptowac,

B —prawdopodobienstwo popetnienia btedu I rodzaju (przyjecia fatszy-
wej H,).

Jasne jest, iz idealng sytuacjg bytaby taka, w ktorej zarowno o, jak i S bytyby
jak najmniejsze. Niestety nie jest mozliwe minimalizowanie obu tych prawdo-
podobienstw jednoczesnie. Mniejszy poziom o oznacza jednoczesnie wigkszy
poziom £ i na odwrdt. Innymi stowy, nie jest mozliwe jednoczesne kontrolo-
wanie ryzyka obu bledow. Nasuwa si¢ wigc pytanie, ktory btad ,,bezpieczniej”
jest popetic, pierwszego czy drugiego rodzaju? Czy lepiej minimalizowaé a czy
S? Nawigzujac do procesu sagdowego, tatwo odpowiedzieé, iz ,,mniejszym ztem”
jest zwolnienie osoby winnej (btad II rodzaju), niz ukaranie niewinnej (btad
I rodzaju). Znaczy to, iz nalezatoby skupi¢ uwage na zminimalizowaniu ryzyka
ukarania osoby niewinnej, czyli zminimalizowaniu a. Tak samo jest w statysty-
ce. Skoro nie mozemy kontrolowac obu prawdopodobienstw « i B jednoczesnie,
to skupiamy si¢ jedynie na prawdopodobienstwie popelienia btedu I rodzaju
(@) 1 ustalamy je z gory. Najczesciej przyjmuje si¢ o = 0,05, niekiedy a = 0,1,
o= 0,01 Iub mniej — w zaleznosci od tego, jakie ryzyko odrzucenia prawdziwe;j
hipotezy zerowej jesteSmy sktonni zaakceptowaé. Na przyktad w badaniach me-
dycznych poziom « ustala si¢ bardzo rygorystycznie. Tzn. dopuszcza si¢ zniko-
me prawdopodobienstwo popetnienia btgdu pierwszego rodzaju, np. a = 0,001.
Chodzi o to, aby np. w przypadku testowania skutecznos$ci nowego leku, ustrzec
si¢ przed wprowadzeniem do stosowania leku, ktory w istocie jest nieskuteczny.

Nalezy podkresli¢, iz poziom o przyjmowany jest przed badacza z gory.
Nie wynika on z Zzadnych obliczen i nie ma zadnego zwiazku z danymi z proby.
Jest jedynie informacja, jakie ryzyko odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej
badacz jest sktonny ponies¢. Mniejszy poziom a oznacza, iz mniejsze jest ryzy-
ko odrzucenia hipotezy prawdziwej, ale jednoczes$nie wigksze ryzyko przyjecia
hipotezy falszywe;.

Akceptowalne przez badacza prawdopodobienstwo popetnienia bledu I rodzaju
(@), czyli prawdopodobienstwo odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej, nazy-
wa si¢ poziomem istotnosci testu.

Testy, ktore poznamy, to tzw. testy istotnosci. W testach tych kontrolowa-
ny jest poziom istotnosci (a), czyli prawdopodobienstwo popetnienia bigdu
1 rodzaju.
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Jak juz wiemy, prawdopodobienstwo przyjecia falszywej hipotezy zerowej
(. popelnienia bledu II rodzaju) rowne jest f5. Znaczy to, iz prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego, czyli odrzucenia falszywej hipotezy zerowej roéwne jest
1 — f. Prawdopodobienstwo to nazywa si¢ moca testu i oznaczane jest przez M.

Moc testu to prawdopodobienstwo odrzucenia falszywej hipotezy zerowej (nie-
popetnienia btgdu II rodzaju):

M=1-p G.1)

gdzie S — prawdopodobienstwo popehnienia btedu II rodzaju.

Tak wigc moc testu jest miarg skutecznosci testu do wykrywania falszywej
hipotezy zerowej. Im wigksza jest moc testu, tym lepszy, mocniejszy jest zasto-
sowany test. Wicksza moc oznacza bowiem, Ze test z wiekszg skutecznoscia
wykrywa falszywa hipotezg zerowg (jest ,,bardziej czuly” na fatszywos¢ H).
Test mocny w wigkszosci przypadkow jest w stanie odrzucic¢ fatszywa hipoteze
zerowq. Gdy test jest staby, wowczas istnieje duze prawdopodobienstwo przyje-
cia hipotezy zerowej, pomimo jej falszywosci.

3.2. Etapy weryfikacji hipotez

Celem weryfikacji hipotez jest podjecie decyzji, czy postawiong hipoteze ze-
rowa nalezy przyjaé (stwierdzi¢ brak podstaw do jej odrzucenia), czy tez odrzucié
na korzysc¢ hipotezy alternatywnej. Podstawowa kwestig jest wybor odpowiednie-
go testu statystycznego. Wiele testow swoje przeznaczenie ma okreslone w na-
zwie testu, np. fest dla wartosci Sredniej populacji, test dla wariancji populacji.
Przy wyborze testu wazne jest okreslenie zatozen jego stosowalnosci (np. zastoso-
wanie testu wymaga, aby populacja miata rozktad normalny).

Decyzj¢ weryfikacyjna podejmuje si¢ na podstawie wartosci statystyki testowej
(zwanej sprawdzianem hipotezy), ktora obliczamy na podstawie danych z pro-
by. Konkretna wartos¢ statystyki testowej albo wskazuje na koniecznos¢ odrzu-
cenia hipotezy zerowej, albo przemawia za jej przyjgciem.

Poszczegolne etapy procesu weryfikacji hipotez zawsze sa takie same, nie-
zalezne od rodzaju testu i postawionej hipotezy. Przedstawione sg one na ry-
sunku 3.1.
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Etap 1.
Sformutowanie hipotez

J

Etap 2.
Wybor odpowiedniego testu statystycznego

J

Etap 3.
Obliczenie wartos$ci sprawdzianu hipotezy
na podstawie danych z proby

Etap 4.
Wyznaczenie obszaru krytycznego testu
przy ustalonym poziomie istotno$ci

Etap 5.
Podjecie decyzji weryfikacyjnej

Rysunek 3.1. Etapy testowania hipotez

Etap 1.
Sformulowanie hipotez

Po analizie problemu merytorycznego formutujemy hipotezy zerowa (H,)
i alternatywng (H,). Bezposredniej weryfikacji podlega hipoteza zerowa. Wy-
razony w niej jest okreslony sad o populacji generalnej w postaci zdania twier-
dzacego. Moze to by¢ np. zdanie precyzujace warto$¢ parametru populacji, typ
rozktadu populacji, stwierdzenie o rownosci parametréw dwoch lub wiecej po-
pulacji, zgodno$¢ rozktadow dwu lub wiecej populacji. Sad ten zapisywany jest
najcze¢sciej w postaci wzoru. Na przyktad, hipoteza zerowa precyzujgca wartosé
$redniej populacji moze mie¢ postac:

Hy:m=50 (jest stwierdzeniem, iz Srednia populacji réwna si¢ 50).

Podkreslmy, ze w parametrycznej hipotezie zerowej zawsze wystepuje znak
réwnosci. W przypadku hipotez nieparametrycznych, np. o typie rozktadu, w hi-
potezie zerowej zawsze orzeka si¢, ze populacja ma dany typ rozkladu (tzn. ze
rozktad populacji jest zgodny z zakladanym).

Hipoteza alternatywna jest odpowiednim zaprzeczeniem zerowej. Jest ona
konkurencyjna w stosunku do zerowej w tym sensie, ze jesli w wyniku testo-
wania odrzucimy hipotezg zerowsg, to przyjmiemy alternatywng. W przypadku
hipotez parametrycznych, hipoteze alternatywna formutuje si¢ badz przeczac
bezposrednio zerowej, czyli uzywajac znaku ,,#”, badz tez formutuje si¢ ja jed-
nostronnie, czyli uzywa znakow ,,.<” lub ,>”.



3.2. Etapy weryfikacji hipotez 229

Jesli na przyktad parametryczna hipoteza zerowa ma postac:
H;: m= 50,
to hipoteza alternatywna moze by¢ sformulowana trojako:
H:m#50 lub H:m<50 lub H;:m>50.

Konkretna posta¢ parametrycznej hipotezy alternatywnej zalezy od celu ba-
dania i przypuszczen na temat populacji. Wybor nalezy do badacza.

W przypadku hipotez nieparametrycznych, np. o typie rozktadu, w hipotezie
alternatywnej wyraza si¢ sad, ze populacja nie ma danego typu rozktadu (. ze
rozktad populacji nie jest zgodny z zakladanym).

Etap 2.
Wybér odpowiedniego testu statystycznego

Do rozwigzania okreslonego problemu merytorycznego mamy na ogédt do
dyspozycji kilka testow statystycznych. Nalezy nadmienié, ze testy parame-
tryczne maja wyzsza moc (M) niz alternatywne wobec nich odpowiednie testy
nieparametryczne. Wybor odpowiedniego testu jest zadaniem badacza. Niekiedy
wybor ten jest oczywisty, gdyz w nazwie testu zawarta jest informacja o jego
przeznaczeniu. Na przyktad nazwa ,,test dla wartosci sredniej” jednoznacznie
informuje, iz sluzy on do weryfikacji hipotezy dotyczacej wartosci $redniej
populacji.

Dokonujac wyboru testu, istotne jest, aby uwzgledni¢ zatozenia stosowal-
nosci testu. Na przyktad hipoteza o wartosci sredniej populacji moze by¢ te-
stowana dwoma réznymi testami (7-Studenta i Z) w zaleznos$ci od tego, czy
mamy do czynienia z mata, czy duzg probg i czy rozktad badanej populacji
jest normalny, czy tez jest nieznany. Spelienie zatozen stosowalnosci testu
(np. zalozenia o normalno$ci rozkladu populacji) sprawdza si¢ takze odpo-
wiednimi testami.

Etap 3.
Obliczenie wartoS$ci sprawdzianu hipotezy

Sprawdzian hipotezy to pewna statystyka (statystyka testowa), ktorej war-
tos¢ empiryczna obliczana jest na podstawie danych z proby w oparciu o kon-
kretny wzor. Jak juz wiemy, kazda statystyka jest zmienna losowa. Tak wigc
statystyka testowa, jako zmienna losowa, posiada okreslony rozktad (przy zato-
zeniu prawdziwosci weryfikowanej hipotezy).

Znajac rozktad statystyki testowej mozemy okresli¢, ktore wartosci tej sta-
tystyki sa bardzo mato prawdopodobne (co oznacza, ze przecza weryfikowa-
nej hipotezie zerowej), a ktore wartosci sg wielce prawdopodobne (co oznacza,
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ze przemawiaja ,,na korzy$¢” hipotezy zerowej). Zasadniczg kwestig jest zatem
umiejetnos¢ odpowiedzi na pytanie, ktore wartosci statystyki testowej przeczg
weryfikowanej hipotezie, a ktore nie. I tak:

WartoSci statystyki testowej, przeczace hipotezie zerowej, tworzg tzw. obszar
krytyczny testu (inaczej zbiér krytyczny lub obszar odrzucenia hipotezy
zerowej).

Wartosci statystyki testowej, przemawiajace ,,na korzys¢” hipotezy zerowe;j, two-
rza tzw. obszar akceptacji hipotezy zerowej (inaczej obszar przyjecia hipote-
zy zerowej lub obszar nieodrzucenia hipotezy zerowej).

Zauwazmy, ze obszar krytyczny testu Yacznie z obszarem akceptacji hipo-
tezy zerowej tworza zbior wszystkich mozliwych wartosci statystyki testowej
(rys. 3.2-3.4). Tak wigc konkretna warto$¢ statystyki testowej albo nalezy do
obszaru krytycznego, albo do obszaru akceptacji hipotezy zerowe;.

Obszar krytyczny testu wyznaczaja tzw. wartoSci krytyczne (inaczej
punkty krytyczne). Na rysunkach 3.2-3.4 wartosciami krytycznymi sg K|,
K,, K, K,. Zauwazmy, ze wartosci krytyczne sg jednoczesnie punktami ,,wy-
znaczajacymi granice” miedzy obszarem krytycznym a obszarem akceptacji
hipotezy zerowe;j.

Etap 4.
Wyznaczenie obszaru krytycznego testu przy ustalonym
poziomie istotnosci

Wyznaczenie obszaru krytycznego (obszaru odrzucenia hipotezy zerowej)
sprowadza si¢ do znalezienia wartosci krytycznych. Warto$ci krytyczne okre-
$la si¢ na podstawie rozktadu statystyki testowej, w zaleznosci od przyjetego
poziomu istotnosci (o) oraz rodzaju testu. W praktyce bardzo latwo jest rozpo-
znad, jaki rozklad ma statystyka testowa. Przyjeto si¢ bowiem, ze oznaczenia
literowe statystyk testowych (np. ¢, ¥%, Z), odpowiadajg nazwie rozktadu, jaki
ma dana statystyka. I tak na przyktad, statystyka 7 ma rozklad #-Studenta, sta-
tystyka y?> ma rozktad chi-kwadrat, statystyka Z ma rozktad normalny standa-
ryzowany itd.

Wyznaczenie obszaru krytycznego musi by¢ poprzedzone ustaleniem po-
ziomu istotnosci testu (o). Poziom istotnosci, jak juz wiemy, przyjmowany
jest z gory. Wybor zalezy od tego, jak ,,rygorystycznie” chcemy weryfikowac
hipoteze.
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W zaleznosci od rodzaju testu (fest dwustronny lub fest jednostronny?) obszar
krytyczny moze by¢:

— dwustronny, czyli by¢ sumg dwdch przedzialow liczbowych (rys. 3.2),

— jednostronny, czyli by¢ przedziatem liczbowym (rys. 3.3 1 3.4).

Obszar krytyczny dwustronny buduje si¢ w przypadku testu dwustronnego,
natomiast obszar krytyczny jednostronny — w przypadku testu jednostronnego.
Obszar krytyczny oznacza¢ bedziemy literg K.

f(x)
al2 al2
K4 }: :rl K,
Obszar przyjecia hipotezy H,
Obszar krytyczny Obszar krytyczny
(obszar odrzucenia hipotezy H,) (obszar odrzucenia hipotezy H,)

Rysunek 3.2. Schemat dwustronnego obszaru krytycznego

Dwustronny obszar krytyczny jest sumg dwoch przedziatow:
K = (=9 K| ]U[K,; +o°) (3.2)
gdzie K|, K, to wartosci krytyczne testu.

Tak wigc w przypadku dwustronnego obszaru krytycznego wyznacza si¢
dwie wartosci krytyczne (K, i K,). Zauwazmy, ze przy niektorych typach rozkta-
dow statystyki testowej (#-Studenta, normalny standaryzowany) wartosci K, i K,
sa liczbami przeciwnymi.

3 Pojecie testu dwustronnego i jednostronnego zwigzane jest z postacig hipotezy alternatyw-
nej. Gdy hipoteza alternatywna jest typu ,,#’, mowimy o tescie dwustronnym, jesli typu ,,>” lub
,»<" — o tescie jednostronnym. Zagadnienie przyblizamy w dalszej czgsci ksigzki.



232 Rozdziat 3. Weryfikacja hipotez statystycznych

Zauwazmy ponadto, ze w przypadku dwustronnego obszaru krytycznego,
warto$ci krytyczne odpowiadaja doktadnie tym warto$ciom zmiennej (o odpo-
wiednim rozktadzie), ktore znajdowalismy dla potrzeb estymacji przedziatlowe;

(por. np. rys. 2.2).

f(x)

{45
L 1
Obszar przyjecia hipotezy H, Obszar krytyczny
(obszar odrzucenia
hipotezy H,)

A
v

Rysunek 3.3. Schemat prawostronnego obszaru krytycznego

f(x)

A 4

Obszar przyjecia hipotezy H,

A

Obszar krytyczny
(obszar odrzucenia
hipotezy H,)

Rysunek 3.4. Schemat lewostronnego obszaru krytycznego

Prawostronny obszar krytyczny jest przedziatem liczbowym:
K=[K;; + o] (3.3)
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Lewostronny obszar krytyczny ma w zaleznosci od rozkladu statystyki testo-
wej postac:
K= (-0; K,] lub K = [0; K] (3.4)

gdzie K, K, to wartosci krytyczne testu.

W przypadku jednostronnych obszarow krytycznych wyznacza sie jedna
wartos¢ krytyczng: K, lub K.

Etap 5.

Podjecie decyzji weryfikacyjnej

Podjecie decyzji weryfikacyjnej sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie, czy
weryfikowana hipoteze zerowa nalezy odrzucié, czy tez nie. Decyzje te podej-
mujemy na podstawie obliczonej w etapie 3. wartosci statystyki testowej. Po wy-
znaczeniu obszaru krytycznego sprawdzamy, czy obliczona wartos¢ statystyki
testowej nalezy do obszaru krytycznego, czy tez do obszaru akceptacji (przyje-
cia) hipotezy zerowe;j. Jesli wartos$¢ ta nalezy do obszaru krytycznego to weryfi-
kowang hipotezg¢ zerowg odrzucamy. W przeciwnym przypadku hipotez¢ zero-
wa pozostawiamy w mocy, stwierdzajac, ze nie ma podstaw do jej odrzucenia.

Decyzje weryfikacyjnej podejmujemy wedlug nastepujacej reguty:

» jesli obliczona warto$¢ statystyki testowej nalezy do obszaru krytycznego, to
hipotez¢ H, odrzucamy i przyjmujemy H,,

* jesli obliczona warto$¢ statystyki testowej nie nalezy do obszaru krytycz-
nego, to hipotez¢ H, pozostawiamy w mocy, tzn. stwierdzamy, iz brak jest
podstaw do jej odrzucenia.

Nalezy podkresli¢, ze przyjmujac hipoteze zerowg (H,), ryzykujemy popet-
nieniem btedu Il rodzaju. Prawdopodobienstwo popetienia tego btedu (f) jest
nieznane*,

Obecnie przedstawimy metody testowania wybranych hipotez statystycz-
nych za pomoca testow istotnosci. Statystyczny test istotnosci jest procedura,
w wyniku zastosowania ktorej podejmuje si¢ decyzje, czy weryfikowana hipo-

4 Znane sg metody obliczania (badz szacowania) prawdopodobienstwa popetnienia bledu II
rodzaju.
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tez¢ (H,) nalezy odrzuci¢, czy tez pozostawi¢ w mocy (stwierdzi¢, iz brak jest
podstaw do jej odrzucenia), przy znanym ryzyku popetnienia btedu I rodzaju (a).

W wyniku przeprowadzenia testow istotnosci czegsto formuluje si¢ wnioski,
uzywajac pojecia istotnosci statystycznej. Mowimy na przyklad: ,,rdznica mig-
dzy stara i nowa metoda produkcji jest statystycznie istotne”, ,,zalezno$¢ zysku
przedsiebiorstwa od wydatkow poniesionych na reklame jest statystycznie istot-
na”. Tego typu wnioski formutujemy oczywiscie na podstawie badania proby.
Warto podkresli¢, ze hipoteza zerowa zawsze orzeka o braku roznic (czy braku
zaleznosci). Jesli wyniki uzyskane z proby ,,znacznie” odbiegaja od tezy sformu-
towanej w hipotezie zerowej, powiemy, ze roznica (lub zwiazek) sg statystycz-
nie istotne, czyli nieprzypadkowe. Jesli natomiast wyniki z proby odbiegaja od
tej tezy ,,nieznacznie”, wowczas powiemy, ze roznica (lub zwigzek) nie sa sta-
tystycznie istotne, innymi stowy, zaobserwowane réznice (lub zwigzek) mozna
uznac za dzieto przypadku.

3.3. Parametryczne testy istotnosci dla jednej populacji

W kolejnych podrozdziatach oméwimy testy pozwalajace weryfikowaé hipo-
tezy o warto$ci parametréw analizowanej populacji. Interesujgcymi nas parame-
trami bgdg: $rednia, wariancja, odchylenie standardowe oraz wskaznik struktury
populacji.

3.3.1. Testy dla wartosci Sredniej populaciji

Bardzo czgsto interesuje nas zweryfikowanie hipotezy, ktéra precyzuje war-
tos¢ sredniej (m) populacji. Na przyktad, chcemy sprawdzi¢ przypuszczenie, iz
$rednia ptaca w przemysle wynosi 3800 zt. Hipoteze taka zapiszemy nastgpuja-
co: H: m=3800.

Hipoteza zerowa o Sredniej populacji ma postac:

Hy:m=m,
Hipoteza alternatywna moze by¢ sformutowana trojako:
(a) Hi:m+#m — hipoteza dwustronna,
(b) H:m>m, — hipoteza prawostronna,
() Hi:m<m, — hipoteza lewostronna,

gdzie m, jest zaktadang, hipotetyczng wartoscig Sredniej populacji.
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Wybdr konkretnej postaci (a), (b) lub (c) zalezy od celu badania i naszych
przypuszczen czynionych na podstawie wczesniejszych przestanek. Teoretycz-
nie, postaé typu (a) jest zawsze uzasadniona. Srednia populacji bowiem moze
rownac si¢ m;, bgdz nie rownac si¢ m — innej mozliwosci nie ma. Decydujgc
si¢ natomiast na hipoteze alternatywna typu (b) lub (c) nalezy wybra¢ tg, ktéra
zgodnie z naszymi przypuszczeniami jest bardziej prawdopodobna.

Od postaci hipotezy alternatywnej zalezy posta¢ obszaru krytycznego, jaki
skonstruujemy przy testowaniu (obszar krytyczny dwustronny lub jednostron-
ny). Zasada jest nastepujaca:

(a) dla hipotezy alternatywnej dwustronnej (typu ,,#’) — konstruujemy obszar
krytyczny dwustronny,

(b) dla hipotezy alternatywnej prawostronnej (typu ,,>”") — konstruujemy obszar
krytyczny prawostronny,

(c) dla hipotezy alternatywnej lewostronnej (typu ,,<”) — konstruujemy obszar
krytyczny lewostronny.

Powyzsza zasada dotyczy hipotez parametrycznych. Sposob budowania ob-
szaru krytycznego w przypadku hipotez nieparametrycznych omowimy w dal-
szej czesci ksiazki.

Przypadek 1.
Test dla wartosci sredniej populacji o rozktadzie normalnym,
mata préba

Etap 1.

Naszym celem jest zweryfikowanie hipotezy, ze srednia populacji (m) przyj-
muje pewna konkretng wartos¢ m,. Hipoteza alternatywna moze mie¢ jedng
z postaci (a), (b) lub (¢):

Hy:m=m,
(a) H:m#m,
(b) Hi:m>m,
(c) ' Hi:m<m,
gdzie:

m — nieznana warto$¢ sredniej populacji,
m,, — hipotetyczna (zakladana) wartos¢ $redniej populac;ji.
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Etap 2.
Warunki stosowalnosci testu:

* populacja ma rozktad normalny N(m, o), przy czym nie jest znane odchylenie
standardowe ¢ populacji,

* elementy do proby losowane sg niezaleznie,

» proba jest mata, tj. n < 30 (liczy mniej niz 30 elementéw).

Jesli spetnione sg powyzsze zatozenia, do weryfikacji sformutowanej hipote-
zy stosuje si¢ test ~~Studenta ze statystyka testowg postaci 3.5.

Etap 3.
Obliczenie wartosci statystyki testowej’.

Statystyka testowa:

xX—m
emp 0\/;

1 =
S (3.5)
gdzie:
X  —Ssrednia arytmetyczna proby,
m,, — hipotetyczna wartos$¢ sredniej populacji,
§  — odchylenie standardowe proby obliczane zgodnie ze wzorem 2.19,
n  — liczebno$¢ proby.

Statystyka testowa (przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H) ma rozktad
t-Studenta z liczba stopni swobody:

v=n-—1 (3.6)

Wartosci krytyczne testu wyznacza si¢ wigc na podstawie tego wiasnie
rozktadu.

Etap 4.

Wyznaczenie obszaru krytycznego testu przy ustalonym poziomie istotnosci a.

Obszar krytyczny bedzie miat jedna z ponizszych postaci w zaleznosci od
typu hipotezy alternatywne;j. I tak:

5 7 uwagi na fakt, ze migdzy odchyleniem standardowym proby § a s (obliczanym zgodnie

. n o,
ze wzorem 2.20) zachodzi relacja: 5= ﬁs“ , statystyke testowa okreslong wzorem 3.5 mozna
- X —m,

przedstawi¢ w nastepujacej postaci rownowaznej: Z,,,, = n—1.
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(a)dla hipotezy alternatywnej dwustronnej (typu ,,#”) stosujemy dwustronny
obszar krytyczny postaci:

K = (=o0; =1,y ]V 1525 +o°) (3.7)

f(t) Dla H, typu ,#"

al2 al2

tar2 tar |

Obszar krytyczny Obszar krytyczny
Rysunek 3.5. Schemat dwustronnego obszaru krytycznego przy stosowaniu testu
t-Studenta, przypadek (a)

Wartos¢ krytyczng 7, wyznaczamy, korzystajac z funkcji Excela, przyjmujgc
liczbe stopni swobody v =n — 1 i zalozony z gory poziom istotnosci a.

Skladnia funkcji do wyznaczenia wartosci krytycznej 7, (przy H, typu ,#7):
= ROZKL.T.ODWR.DS (a; n—1) (Excel 2010)
= ROZKLAD.T.ODW (a; n—1) (Excel 2007)

Na przyklad, dla o = 0,05 i n = 21, wartos¢ krytyczna ¢ , = 2,09, bo jest to
wartos¢ funkcji:

=ROZKL.T.ODWR.DS (0,05; 20) (Excel 2010)
= ROZKLAD.T.ODW (0,05; 20) (Excel 2007)
(b)dla hipotezy alternatywnej prawostronnej (typu ,>") stosujemy prawo-

stronny obszar krytyczny postaci:

K=[t,,;+) (3.8)
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f(t)

Dla H, typu ,>”

»

Obszar krytyczny

Rysunek 3.6. Schemat prawostronnego obszaru krytycznego przy stosowaniu testu
t-Studenta, przypadek (b) — hipoteza alternatywna typu ,<”

Wartos¢ krytyczng ¢, wyznaczamy z funkcji Excela, przyjmujgc liczbe stop-
ni swobody v =n — 1. W przypadku zastosowania funkcji ROZKL.T.ODWR
(dostepnej w Excelu 2010) jako argument prawdopodobienstwo nalezy
poda¢ 1 —a. Natomiast w przypadku funkcji ROZKLAD.T.ODW (Excel
2007) argumentem prawdopodobienstwo jest podwojony poziom istotnosci,
tj. 20.

Sktadnia funkcji do wyznaczenia wartosci krytycznej ¢ , (przy H, typu ,,>”):
=ROZKL.T.ODWR (1 —a;n—1) (Excel 2010)
=ROZKLAD.T.ODW 2a; n— 1) (Excel 2007)

Na przyklad, dla o = 0,05 i n = 21, wartos¢ krytyczna 7, = 1,72, bo jest to
wartos¢ funkcji:
=ROZKL.T.ODWR (0,95; 20) (Excel 2010)
=ROZKLAD.T.ODW (0,1; 20) (Excel 2007)

(c) dla hipotezy alternatywnej lewostronnej (typu ,,<”) stosujemy /ewostronny
obszar krytyczny postaci:

K= (—o0; 1 ]
(3.9)
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f(t)
Dla H, typu ,<”

< ] -t a
Obszar krytyczny

Rysunek 3.7. Schemat lewostronnego obszaru krytycznego przy stosowaniu testu
t-Studenta, przypadek (c) — hipoteza alternatywna typu ,>"

Wartos¢ krytyczng —¢, mozna wyznaczy¢ za pomocg funkcji Excela w ten
sposob, ze wyznacza si¢ najpierw warto$¢ dodatnig 7z (tak jak w przypadku
(b), gdy H, jest typu ,,>”) i uzyskany wynik poprzedza znakiem minus. Bez-
posrednio, ujemng wartos¢ krytyczng —#, mozna wyznaczy¢ za pomocg funkcji
ROZKL.T.ODWR dostepnej w Excelu 2010. Przy tym jako argument prawdo-
podobienstwo podajemy a. Tak wiec:

Skladnia funkcji do wyznaczenia wartosci krytycznej —¢, (przy H, typu ,,<”):
=ROZKL.T.ODWR (a; n—1) (Excel 2010)
=—ROZKLAD.T.ODW (2a; n—1) (Excel 2007)

Na przyklad, dla « = 0,05 i n = 21, wartos¢ krytyczna — = —1,72, bo jest to
wartos¢ funkcji:

=ROZKL.T.ODWR (0,05; 20) (Excel 2010)
=—-ROZKLAD.T.ODW (0,1; 20) (Excel 2007)
Etap 5.

Podejmujemy decyzje weryfikacyjna zgodnie z regula:

+ jesli wartos¢ statystyki testowej 1, halezy do obszaru krytycznego, to hipo-
teze H, odrzucamy i przyjmujemy H,,

» jesli warto$¢ statystyki testowej nie nalezy do obszaru krytycznego, to hipo-
tez¢ H, pozostawiamy w mocy (tzn. stwierdzamy, ze brak jest podstaw do jej
odrzucenia).
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Przy tym obszarem krytycznym jest:

dla typu (a), H,: m # my: K= (-00;~t ,] U [t,,; +0),
dla typu (b), H,: m > m: K= [t +o0),
dla typu (¢), H;: m <m; K= (-0;~].

Regute decyzyjng mozna rowniez zapisa¢ nastepujaco:

Dla typu (a):
« jeslife, pl >t , to hipotez¢ H, odrzucamy i przyjmujemy H,,
o jesli |temp| <t,, to hipotez¢ H, pozostawiamy w mocy.

Dla typu (b):
» jesli lomp 21,10 hipoteze H odrzucamy i przyjmujemy H,,

* jesli Loy <1, 1O hipotez¢ H, pozostawiamy w mocy.
Dla typu (c):

. J:eél% Lop =71, 10 h%poteze; H, 0drzucamy i przyjmujemy H,
o jeslhi oy = 1, 10 hipoteze Ho pozostawiamy w mocy.
P a

Przyktad 3.1

Wedtug norm producenta $rednie zuzycie benzyny w samochodach marki To-
yota, model Corolla 1,6, produkowanych w latach 2007-2013 powinno wynosic¢
7,5 17100 km. Uzytkownicy uwazaja, ze zuzycie to jest wyzsze niz 7,5 1/100 km.
W celu sprawdzenia podejrzen uzytkownikow pobrano losowa probe 24 samo-
choddw, ktora dala nastepujace wyniki:

Tabela 3.2. Zuzycie benzyny w losowej prébie samochodéw marki Toyota

Lp.. Zuzycie benzyny [1/100 km] Lp. Zuzycie benzyny [1/100 km]
1. 6,75 13. 7,75
2. 7,75 14. 7,85
3. 7,6 15. 8.3
4. 7,05 16. 8,25
5. 8,9 17. 7.3
6. 8,25 18. 6.5
7. 7,25 19. 8,25
8. 8,25 20. 8,45
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Lp.. Zuzycie benzyny [1/100 km] Lp. Zuzycie benzyny [1/100 km]
9. 7.3 21. 7,75
10. 7,2 22. 8.8
11. 7,5 23. 8,75
12. 7,45 24. 7,1

Zrodto: www.autocentrum.pl.

Czy informacje pochodzace z proby upowazniaja do twierdzenia, ze norma
podana przez producenta jest bledna i w rzeczywistosci srednie zuzycie benzyny
przekracza 7,5 1/100 km? Nalezy przyjac¢ poziom istotnosci 0,02 i zatozenie, Zze
zuzycie benzyny jest zmienna o rozkladzie normalnym.

Rozwiazanie
1. Sformutowanie hipotez.

W przypadku analizowanego problemu, hipoteza zerowa powinna orzekac,
ze $rednie zuzycie benzyny w calej populacji tego modelu samochodéw rowne
jest 7,5 1/100 km, natomiast hipoteza alternatywna — ze przekracza 7,5 1/100 km,
czyli ze jest niezgodne z zapewnieniem producenta. Tak wigc hipotezy sformu-
hujemy nastepujaco:

Hym=1,5
Hy:m>135.

2. Wybor odpowiedniego testu.

Ze wzgledu na to, ze pobrano malg probe, a rozktad zuzycia benzyny mozna
uznaé za normalny, do weryfikacji postawionej hipotezy zastosujemy test #-Stu-
denta. Wartosc¢ statystyki testowej obliczymy wiec zgodnie ze wzorem 3.5.

3. Obliczenie wartosci statystyki testowej.
Posiadajac dane surowe, srednia arytmetyczng i odchylenie standardowe pro-
by mozemy obliczy¢ wykorzystujac funkcje Excela:

= SREDNIA (A1:A24) (Excel 20101 2007)
= ODCH.STANDARD.PROBKI (A1:A24) (Excel 2010)
= ODCH.STANDARDOWE  (A1:A24) (Excel 2007)

podajac jako argument funkcji zakres danych surowych, tu: A1:A24.

Otrzymujemy:
$rednia arytmetyczna proby: x=17,76 [1/100 km],
odchylenie standardowe proby: §=0,65 [1/100 km].
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Tak wiec empiryczna wartos$¢ statystyki testowej (wzor 3.5) rowna jest:

1, =20 fp = TTO2 TS oy 196,
S 0,65
4. Wyznaczenie obszaru krytycznego.

Hipoteza alternatywna jest typu ,,>”, wigc nalezy wyznaczy¢ prawostronny
obszar krytyczny, ktéry ma posta¢: K = [z ; +oo). Warto$¢ krytyczng 7 wyzna-
czamy na podstawie rozktadu 7-Studenta z liczbg stopni swobody v=n —1 = 23.
Przyjety poziom istotnosci a = 0,02, oznacza, ze punkt 7 ,,0dcina” pod prawym
ogonem Krzywej gestosci pole o mierze o = 0,02.

A
f(t)

a=0,02

o R
218 Obszar krytyczny

Rysunek 3.8. Prawostronny obszar krytyczny K = [2,18; +x0) przy testowaniu hipotezy
o $rednim zuzyciu benzyny, przyktad 3.1

Wartos¢ ¢, wyznaczamy za pomocg funkcji Excela nastgpujgco:

=ROZKL.T.ODWR (1 - 0,02; 23) = ROZKL.T.ODWR (0,98; 23)

(Excel 2010)
=ROZKLAD.T.ODW (2 - 0,02; 23) = ROZKLAD.T.ODW (0,04; 23)

(Excel 2007)

Otrzymujemy ¢ = 2,18. Obszar krytyczny ma wigc postac: K = [2,18; +o0) .

5. Podjecie decyzji weryfikacyjne;.
Wyznaczona (w punkcie 3.) empiryczna warto$¢ statystyki testowej Lomp nie
nalezy do obszaru krytycznego:

Lomp = 1,96 € [2,18; + c0).

€



3.3. Parametryczne testy istotno$ci dla jednej populaciji 243

Oznacza to, iz nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej orzekaja-
cej, ze $rednie zuzycie benzyny w samochodach badanej marki réwne jest 7,5
1/100 km. Tak wigc wyniki badania proby nie upowazniaja nas do twierdzenia,
ze norma podana przez producenta jest btedna.

koniec przyktadu

Przypadek 2.
Test dla wartosci sredniej populacji o nieznanym rozktadzie,
duza préba

Etap 1.

Celem jest zweryfikowanie hipotezy, ze $rednia populacji przyjmuje konkret-
ng wartos¢ m,,. Hipoteze alternatywna, tak jak poprzednio, mozemy sformuto-
wac trojako:

Hy:m=m,
() H;:m#m,
(b) Hi:m>m,
(c) H:m<m,

gdzie:
m —nieznana wartos¢ sredniej populacji,
m, — hipotetyczna wartos¢ sredniej populacji.

Etap 2.
Warunki stosowalnosci testu:
» rozklad populacji jest nieznany (moze by¢ dowolny),
» elementy do proby losowane sg niezaleznie,
* proba jest duza (liczy nie mniej niz 30 elementoéw), tzn. n > 30.
Jesli spetnione sg powyzsze zalozenia, do weryfikacji sformutowanej hipote-
zy stosuje si¢ test Z.

Etap 3.
Obliczenie wartosci statystyki testowej®.

©  Statystyke testowg postaci 3.10 w przypadku duzej proby proponuje m.in. A.D.

Aczel, Statystyka w zarzqdzaniu, op. cit., s. 276. Wielu autordw, zamiast wzoru 3.10, podaje
—m,

A

X
formutg: z,,, = n , w ktorej w miejscu odchylenia standardowego proby § wystepuje
s (obliczane zgodnie ze wzorem 2.20). Nalezy zaznaczy¢, ze dla duzych prob praktycznie nie

ma réznicy miedzy ocenami § oraz s (por. A. Zelias, Metody statystyczne, PWE, Warszawa 2000,
s. 239), wiec w zastosowaniach praktycznych wykorzystuje si¢ obie postaci statystyki testowe;.
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Statystyka testowa:
X —my, Jn
Z, = n
emp R (3.10)
gdzie:
X  —sSrednia arytmetyczna proby,

m,, — hipotetyczna warto$¢ sredniej populacji,
§  —odchylenie standardowe proby obliczane zgodnie ze wzorem 2.19,
n  — liczebno$¢ préby.

Statystyka testowa (przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H ) ma rozktad Z,
tj. rozktad normalny standaryzowany. Tak wigc wartosci krytyczne znajdujemy
na podstawie tego wilasnie rozktadu.

Etap 4.

Wyznaczenie obszaru krytycznego testu przy ustalonym poziomie istotnosci a.

Obszar krytyczny bedzie mial jedng z ponizszych postaci w zaleznosci od
typu hipotezy alternatywne;j. I tak:

(a)dla hipotezy alternatywnej dwustronnej (typu ,,7”) budujemy dwustronny
obszar krytyczny postaci:

K = (=005 =2, | U[2,,5 +o°) (3.11)
f(z) Dla H, typu ,#’
al2 al2

“Zajp Zap2 | )

Obszar krytyczny Obszar krytyczny
Rysunek 3.9. Schemat dwustronnego obszaru krytycznego przy stosowaniu testu Z,
przypadek (a) — hipoteza alternatywna typu ,="

Wartos¢ krytyczng z ,, wyznaczamy z funkcji Excela w taki sam sposob jak
dla potrzeb estymacji przedziatowe;j:
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Skladnia funkcji do wyznaczenia wartosci krytycznej z_, (przy H, typu ,,#”):
=ROZKL.NORMALNY.S.ODWR (1 — a/2) (Excel 2010)
= ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW (1 —a/2) (Excel 2007)

Uwaga. Jako argument funkcji prawdopodobienstwo podajemy wartos¢ dys-
trybuanty w punkcie z_,, czyli miarg pola pod krzywa gestosci na lewo od z ,,
ktora w tym przypadku rowna jest 1 —a/2 (p. rys. 3.9), tzn.:

o
F(Za/z)=1_5

Na przyklad, dla o= 0,01 (co oznacza, ze 1 — a/2 =0,995), warto$¢ krytyczna
z_, = 2,58, bo funkcje:

= ROZKL.NORMALNY.S.ODWR (0,995) (Excel 2010)
= ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW (0,995) (Excel 2007)

daja wartos¢ 2,58. Tak wigc zbidr krytyczny ma postac:
K =(—o0; —2,58]U[2,58; +o0).

(b)dla hipotezy alternatywnej prawostronnej (typu ,,>”) budujemy prawo-
stronny obszar krytyczny postaci:

K=z ; +o0) (3.12)

f(z)

Dla H4 typu ,>”

v

Obszar krytyczny

Rysunek 3.10. Schemat prawostronnego obszaru krytycznego przy stosowaniu
testu Z, przypadek (b) — hipoteza alternatywna typu ,>"

Wartos¢ krytyczng z, wyznaczamy z funkcji Excela:
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Skladnia funkcji do wyznaczenia wartosci krytycznej z, (przy H, typu ,,>”):
=ROZKE.NORMALNY.S.ODWR (1 — a) (Excel 2010)
= ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW (1 —a) (Excel 2007)

Uwaga. Argumentem funkcji prawdopodobienstwo jest tu 1 —a, gdyz tyle
jest rdbwna miara pola na lewo od punktu z_(p. rys. 3.10), czyli dystrybuanta
w punkcie z;

Fz)=1-a

Na przyklad, dla = 0,01 (co oznacza, ze 1 — a = 0,99), warto$¢ krytyczna
z_ = 2,33, bo taka jest wartos¢ funkcji:

= ROZKL.NORMALNY.S.ODWR (0,99) (Excel 2010)
= ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW (0,99) (Excel 2007)

Obszar krytyczny ma wigc postac: K = [2,33; +o0).

(c) dla hipotezy alternatywnej lewostronnej (typu ,,<”) budujemy lewostronny
obszar krytyczny postaci:
K = (—o0; 2 ] (3.13)

A
f(z)
Dla H4 typu <’

|-z,

<

Obszar krytyczny
Rysunek 3.11. Schemat lewostronnego obszaru krytycznego przy stosowaniu testu Z,
przypadek (c) — hipoteza alternatywna typu ,<”

W tym przypadku wyznaczamy ujemng warto$¢ krytyczng —z . Wykorzystu-
jemy w tym celu funkcje Excela nastepujaco:
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Skladnia funkcji do wyznaczenia wartosci krytycznej —z, (przy H, typu ,,<”):
=ROZKE.NORMALNY.S.ODWR (a) (Excel 2010)
= ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW (a) (Excel 2007)

Uwaga. Argumentem funkcji prawdopodobienstwo jest w tym przypadku o.
Spelniona jest bowiem relacja:

F(-z,) = a

ktdra oznacza, ze warto$¢ dystrybuanty w punkcie —z, réwna jest &, innymi
stowy pole pod lewym ogonem krzywej ,,odcigte” przez —z, ma miarg o.

Na przyklad, dla a = 0,01 wartos¢ krytyczna —z_ = 2,33, bo jest to warto$¢
funkcji:

= ROZKL.NORMALNY.S.ODWR (0,01) (Excel 2010)
= ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW (0,01) (Excel 2007)

Tak wigc zbior krytyczny ma postac: K = (—o; —2,33].

Etap 5.
Podjecie decyzji weryfikacyjnej zgodnie z regula:

* jesli wartos¢ statystyki testowej z,,,, Nalezy do obszaru krytycznego, to hipo-
tez¢ H, odrzucamy i przyjmujemy H,,

* jesli warto$¢ statystyki testowej mie nalezy do obszaru krytycznego, to hi-
potez¢ H pozostawiamy w mocy (stwierdzamy, iz brak jest podstaw do jej
odrzucenia).

Przy tym obszarem krytycznym jest:

dla typu (a), H,: m # my; K= (—0; —z,_,] U [2,,,; to0),
dla typu (b), H,: m > my; K =[z,; +o),
dla typu (c), H,: m < my; K= (—0;—z].

Regute decyzyjna mozna zapisa¢ nastepujaco:

Dla typu (a):
e jeshi |zemp| >z, to hipoteze H, odrzucamy i przyjmujemy H,,
o jesli |zemp| <z, to hipotezg H, pozostawiamy w mocy.
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Dla typu (b):
o jeshi Z oy 2 2, 10 hipotezg H,, odrzucamy i przyjmujemy H,
e jesli Z gy < Zy 10 hipotezg¢ H,, pozostawiamy w mocy.

Dla typu (c):

. J:es’l% Zomp S7Z, 10 h%poteze; H, 0drzucamy i przyjmujemy H |,
« jJesliz, >-z tohipotez¢ H pozostawiamy w mocy.
p a

Q Przydatne funkcje Excela

W Excelu dostgpne sg funkcje, ktdre pozwalaja wyznaczy¢ tzw. prawdopo-
dobienstwo testowe (p) odpowiadajace statystyce Z, uzywanej do zweryfikowa-
nia hipotezy o $redniej populacji (j. statystyce obliczonej wedtug wzoru 3.10).
Pojecie to wyjasniamy obszerniej w podrozdziale 3.5. W tym miejscu przed-
stawmy tylko regule decyzyjna, ktéra dzicki wykorzystaniu prawdopodobien-
stwa testowego p znacznie si¢ upraszcza. Oto ona:

e gdyp<a — to hipoteze¢ /1 odrzucamy i przyjmujemy /7,
s gdyp>a — to hipotez¢ H,, pozostawiamy w mocy (stwierdzamy,
iz brak jest podstaw do jej odrzucenia)

gdzie a jest przyjetym poziomem istotnosci testu.

Z podanej regulty wynika, iz po wyznaczeniu prawdopodobienstwa testowego
p, wWystarczy poréwnac jego wartos$¢ z przyjetym poziomem istotnosci o i na tej
podstawie podjac¢ decyzje weryfikacyjng o odrzuceniu badz nieodrzuceniu hipo-
tezy zerowej. Tak wigc znajac warto$¢ prawdopodobienstwa testowego mozna
bardzo szybko przeprowadzi¢ weryfikacj¢ postawionej hipotezy.

Jak obliczy¢ prawdopodobienstwo testowe p w tescie Z dla sredniej?

Wystarczy zastosowac jedng z funkcji:

Wstaw funkcje (ikona ) — kategoria: statystyczne — Z.TEST (Excel 2010)
Wstaw funkcje (ikona ) — kategoria: statystyczne — TEST.Z (Excel 2007)

Wybdr zatwierdzamy przyciskiem OK.
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. :
Argumenty funkcji [ 2 i)
- = -—
e Hy:m=m, < dane
Tobkca = liczbowe Hyim>m,
x[ [ - rabowe
sga | [ = vebone
Zwraca wartos¢ P o jednym Sladzie oraz test z.
Tablica - tablica lub zakres danych, w oparciu o ktére bedzie testowana wartosé x.
szukane (p)
Wynik formuty =
Pomoc dotyczaca tej funkei OK Anuluj
z emp

Rysunek 3.12. Zasada obliczania prawdopodobienstwa testowego p w prawostronnym
tescie Z dla $redniej, Excel 2010

Pola okna dialogowego Argumenty funkcji wypelniamy nastepujaco:

Tablica  — zakres danych wejsciowych, tj. zakres komorek, do ktdrych
wprowadzono dane surowe, np. A1:A30,

X — hipotetyczna, czyli testowana wartos¢ Sredniej populacji, tj. m,,

Sigma — odchylenie standardowe populacji (o), jesli jest znane. Jesli nie

jest znane, pola tego nie wypeliamy (wéwczas Excel uzyje
odchylenia standardowego proby ).

Uwaga. Za pomoca przedstawionych tu funkcji wyznaczane jest p dla testu
prawostronnego, tzn. w przypadku hipotezy alternatywnej typu ,,>"’.

Skladnia funkcji do obliczenia prawdopodobienstwa testowego p w prawo-
stronnym tescie Z dla $redniej:

= Z.TEST (zakres danych; my; c lub pomijamy) (Excel 2010)
= TEST.Z (zakres danych; m; o lub pomijamy) (Excel 2007)

Przyktad 3.2

Dzienne zuzycie wody [w m*] w 40 wylosowanych gospodarstwach domo-
wych pewnego miasta przedstawialo si¢ nastepujaco:

0,112 0,124 0,108 0,127 0,131 0,142 0,083 0,079 0,125 0,131
0,113 0,111 0,093 0,125 0,136 0,134 0,094 0,082 0,123 0,199
0,062 0,146 0,135 0,119 0,115 0,142 0,128 0,114 0,129 0,118
0,181 0,136 0,104 0,123 0,118 0,059 0,082 0,147 0,144 0,126

7 Chcge wyznaczyé prawdopodobienstwo testowe dla testu lewostronnego nalezy wartosé
uzyskang dla testu prawostronnego odja¢ od jedynki. Natomiast prawdopodobienstwo testowe
dla testu dwustronnego uzyskuje si¢ mnozac przez 2 wartos¢ otrzymana dla testu jednostronnego
(prawo- lub lewostronnego wybierajac mniejsza z nich).
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Na poziomie istotnosci 0,05 nalezy zweryfikowa¢ hipotezg, ze rzeczywiste
$rednie dzienne zuzycie wody w gospodarstwach domowych tego miasta jest
wyzsze niz 0,1 m?.

Rozwiazanie
Analizowana zmienng losow3 jest dzienne zuzycie wody w gospodarstwach
domowych. Formutujemy hipotezy zerowa i alternatywna:

Hy:m=0,1
H:m>0,1

gdzie m jest srednig populacji, czyli rzeczywistym $rednim dziennym zuzyciem
wody we wszystkich gospodarstwach domowych miasta.

Rozklad populacji nie jest znany, przy czym zostata wylosowana duza proba.
Oznacza to, ze do zweryfikowania postawionej hipotezy odpowiednie bedzie zasto-
sowanie testu Z. Poniewaz dysponujemy danymi surowymi, mozemy przeprowa-
dzi¢ weryfikacj¢ w sposdb uproszczony, tj. wykorzystujgc prawdopodobienstwo
testowe p. Tak wigc zamiast oblicza¢ wartosc statystyki testowej Z g wedtug wzoru
3.10, a nastepnie poréwnywac jg z warto$cig krytyczng z , wystarczy wyznaczy¢
prawdopodobienstwo testowe p i poréwnac je z poziomem istotnosci a. Do obli-
czenia prawdopodobienstwa testowego p wykorzystujemy jedna z funkcji Excela:

= Z.TEST (A1:A40; 0,1) (Excel 2010)
=TEST.Z (A1:A40; 0,1) (Excel 2007)

gdzie A1:A40 jest zakresem danych surowych.

ZTEST +(° % | =ZTEST(AL:A400,1)
I e - = - O T T I
[1] o112 =ZTEST(AL:A400,1)
2| o012
3 0108 I’
4 o012 Argumenty funkeji [ B =)
5| oam =)
B oo Tablca [x2e0 - (01120, 1290,1080, 1270, 350,142 testowana warto$é
e . X 0,1 E ’ s e
8| 007 s e Srednlej pOpUlale, m,
i 042 = 21143506
B 013 Zwraca wartosé P o jednym fladzie oraz test 7.
i) o113 X -wartose, ktéra cheesz poddac testoni.
12| oan
i 0,093 il
14| 012 QL tomuty = 21193508 p=211E-06 =
15| 0136
L) —
16| 0134 e -] = 0,00000211
17 009
18 0082

Rysunek 3.13. Obliczenie prawdopodobienstwa testowego p w tescie Z dla sredniej
(przyktad 3.2), Excel 2010

Warto$¢ prawdopodobienstwa testowego p = 0,00000211. Przyjety zostal po-
ziom istotnosci o = 0,05, tak wigc:
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p=a

co oznacza, ze hipoteze zerowg nalezy odrzuci¢ i przyjac hipotezg alternatywna.
Srednie dzienne zuzycie wody w gospodarstwach domowych tego miasta jest
wyzsze niz 0,1 m®. Ryzyko pomyiki jest bardzo mate i wynosi 0,00000211.

koniec przyktadu

3.3.2. Testy dla wariancji populacji

Test dla wariancji populacji jest testem dla hipotezy, ze wariancja populacji o
przyjmuje pewna konkretng wartos¢ o. Oczywiste jest, ze w wyniku testowania
hipotezy o wariancji, zdobywamy wiedze réwniez o odchyleniu standardowym®.
Jesli na przyktad uznamy za stuszng hipotez¢ zerowa orzekajaca, ze wariancja
populacji 6 = 400, to jednoczesnie mamy prawo twierdzi¢, iz odchylenie stan-
dardowe populacji o = 20.

Przypadek 1.
Test dla wariancji populacji o rozktadzie normalnym, mata proba

Etap 1.
Celem jest zweryfikowanie hipotezy orzekajgcej, ze wariancja populacji
przyjmuje konkretng wartosc.

Hipoteza zerowa o wariancji populacji ma postac:
Hy: o’ =o;
Hipoteza alternatywna moze mie¢ jedng z postaci:
(a) H: o #0} — hipoteza dwustronna,
(b) H;:o*> 0} — hipoteza prawostronna,
(c) H;:o*<a} — hipoteza lewostronna.
gdzie:
0> —nieznana warto$¢ wariancji populacji,
o;  — hipotetyczna (zaktadana) wartos¢ wariancji populacji.

8 Mimo ze test dla wariancji moze by¢ stosowany rowniez do testowania hipotez sformuto-
wanych w odniesieniu do odchylenia standardowego, tak postawiong hipoteze nalezy przeksztat-
ci¢ na hipotezg dotyczaca wariancji, S.M. Kot, J. Jakubowski, A. Sokotowski, Statystyka, Difin,
Warszawa 2007, s. 256.



