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SCHEMAT ROZNICOWY

1. STRESZCZENIE

Celem niniejszej pracy jest zaprezentowanie wiasnosci pewnego schematu itera-
cyjnego, zwanego dalej przez nas schematem ro6znicowym. Dziatanie
jego polega na odejmowaniu dwoch sasiednich elementow ciggu i zwracaniu
ich bezwzglednej roznicy w kolejnych krokach. Cata procedure mozna dowolnie
przedtuzaé i jednoczesnie bada¢ kolejne postacie generowanych ciagoéw, ktore
tworzg pewng strukture liczbowa. Zgodnie z naszym zatozeniem, struktura ta
moze przyjmowaé forme dwuwymiarowych ugrupowan liczb (macierzy) lub
postacie bardziej ztozone.

Ewolucja schematu prowadzi do rozmaitych zachowan, wsréd ktorych wy-
mieni¢ nalezy pojawianie si¢ charakterystycznych atraktoréw, do ktorych zmie-
rza¢ moga kolejne postacie generowanych ciggow. Moga nimi by¢ cykle gra-
niczne, czyli oscylacje pojawiajace si¢ po przekroczeniu pewnej liczby iteracji,
ktore albo sa state i powtarzaja si¢ od pewnego momentu w nieskonczonosc,
albo mogg ulega¢ ttumieniu. Innym atraktorem jest jednakowa i stala od pewne-
go momentu warto$¢ wszystkich elementow ciggu, zwykle wartos¢ zerowa.
Interesujace jest, ze to, czy kolejne postacie ciggéw zmierza¢ beda do cyklu
granicznego, czy do ujednolicenia elementow, zaleze¢ moze od liczby jego ele-
mentéw oraz przyjetych warunkow brzegowych. Jest to swoiste zjawisko, po-
dobne do bifurkacji, zalezne od parametrow strukturalnych samego schematu,
pojawiajace si¢ bez wzgledu na wartosci liczbowe elementow tworzonych cig-
gow.

Podczas ewolucji schematu zaobserwowane zostaty takze oscylacje zlozone,
tzn. wykazujace r6zna czestotliwos¢. Przyktadowo dla ciggéw 5-elementowych
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odmienna czestotliwos$¢ oscylacji ma tendencje do wystepowania w przypadku
trzeciego elementu.

Zostata podjeta proba wizualizacji ewolucji schematu z wykorzystaniem pa-
kietu R, dzigki czemu mozna byto zaobserwowac, ze schemat generuje rozmaite
struktury zlozone, wykazujace pewien poziom uporzadkowania. Niektore za-
chowania sg emergentne, mozliwe do zaobserwowania po przekroczeniu pewne;j
ztozonosci uktadu. Charakterystycznymi obiektami sa rozwidlenia dychoto-
miczne przypominajace btyskawice, a takze zachowania nazwane przez nas
ping-pong.

Ostatnim aspektem pracy jest zaprezentowanie schematu réznicowego jako
potencjalnego kandydata na funkcje jednokierunkowsa, algorytmu mogacego
znalez¢ zastosowanie w szyfrowaniu danych.

Opisane tutaj reguly prowadzenia iteracji na ciggach liczb znane sq juz od daw-
na pod hastem jednowymiarowych automatow komorkowych (patrz punkt 13).
Niniejszy artykut zostatl jednak w znacznej mierze napisany bez wiedzy autorow
o ich istnieniu. Autorzy zaznajomili sie z tematem dzigki Zyczliwym uwagom
recenzentow niniejszej pracy.

2. ZASADA DZIALANIA

Majac dany dowolny ciag liczbowy {aj'} € N, tworzy si¢ ciag pomocniczy
{b'} € N, ktorego elementy stanowia odleglosci migdzy sasiednimi elementami
pierwszego ciggu mierzone na osi liczbowej, n humeruje kolejne iteracje: n = 0,
1, 2..., natomiast i numeruje kolejne elementy ciggu: i = 1, 2, 3..., K. Liczba
elementow ciggu K wynika z przyjetego przez nas zatozenia. Tak wiec dowolny
element b}* ciagu pomocniczego wyraza si¢ nastepujaco:

bi' = laj, —ai'l (1)

Wynik ten okreslimy jako modut ,,pochodnej” ciagu. Korzystajac z pomocni-
czego ciggu, elementy ciggu gldéwnego w (n + 1)-szym kroku sg zdefiniowane
nastgpujaco:

a?++11 = |biy1 — bi'l (2)
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Calo$¢ iteracji mozna rowniez zapisaé bezposrednio:

a?++11 = ||azn+2 —ajq | —lady, — a?” (3)

Jeden krok iteracji mozna zatem okresli¢ jako zmodyfikowane ,,r6zniczkowa-
nie” ciggu’. Przykladowo:

a™ti: 3
b™: 4 7
a™: 4 8 1

Jak wida¢, kazda kolejna iteracja skraca cigg o dwa elementy. Mozna te-
mu zapobiec, przyjmujac pewne warunki brzegowe. Jednga z mozliwosci jest
wprowadzenie dodatkowych elementéw (,,zerowych” warunkéw brzegowych)
ay = 0,ag,q1 = 0. I tak, przyjmujac powyzsze zatozenia:

a™ts: 0 0 0
a™t?: 3 0 3
a™ti: 0 3 6
a™: 4 8 1

Innym mozliwym wyborem moga by¢ cykliczne warunki brzegowe: ay = a,
ak+1=0aj.

Pierwszym wnioskiem, jaki mozemy wyciagnaé, jest to, ze schemat prowa-
dzi do redukcji warto$ci liczbowych, kolejne ciagi (wiersze macierzy) wypet-
niane s3 coraz mniejszymi liczbami. W powyzszym przykladzie liczby sprowa-

1p. Blanchard, R. L. Devaney, G. R. Hall, Differential Equations, London 2006.
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dzity si¢ do ciggu samych zer. Czy jest to jednak jedyna mozliwa §ciezka ewo-
lucji schematu? Okazuje si¢, ze w tym przypadku, gdy tworzona macierz sktada
si¢ z trzech kolumn (K = 3), niezaleznie od poczatkowych wartosci a* po prze-
kroczeniu pewnej skonczonej liczby iteracji p, elementy kolejnych ciagow
przyjmuja warto$¢ 0 (a "' = 0). Zostanie to doktadniej oméwione w dalszej
czesci pracy. Teraz powiemy, w jakim rozumieniu w przedstawionym schema-
cie mozna zastosowaé pojecie uktadu.

3. UKLAD I PRZESTRZEN FAZOWA

W tym momencie zaprezentowana zostanie dodatkowa terminologia, dzigki
ktérej mozliwy bedzie opis badanych ewolucji schematu réznicowego. Przez
uktad rozumiemy strukture zlozong z ciggdéw liczbowych K-elementowych
zapisanych jedne nad drugimi wedle przyjetych w danym momencie zasad®,
Uktad jest K-wymiarowy, kazda kolumna tworzonej struktury jest osobnym
wymiarem. Tworzona jest wieC przestrzen fazowa, w ktdrej reprezenta-
cja danego ciagu {a]'} jest punkt. Jego wspotrzedne w danym wymiarze zale-
73 od wartosci liczbowej danego elementu ciggu. Tak wigc reprezentacjg ciggu:
{a'} =1, 2, 3 jest punkt w przestrzeni trojwymiarowej o wspotrzednych: x = 1,
y = 2, z = 3. Ewolucji uktadu towarzyszy ciaglta zmiana polozenia punktu
W przestrzeni fazowej, totez jej zobrazowaniem jest trajektoria uktadu.
Dalsze rozwazania nad schematem skupione bedg na analizie mozliwych trajek-
torii, w tym poszukiwaniu specyficznych zachowan i atraktorow, do ktérych
zmierza¢ moze ewolucja uktadu. Ponizej przedstawiamy wynik naszych analiz.

4. ATRAKTOR 1 - CYKL GRANICZNY

Okazuje sie, ze najczestszym typem atraktora jest cykl graniczny. Oznacza to, ze
po przekroczeniu pewnej granicznej liczby iteracji, roznej dla réznych stanow
uktadu, w tworzonej strukturze liczbowej warto$ci w poszczegdlnych kolum-
nach zaczynajg powtarzaé sie¢ cyklicznie. W przypadku liczb catkowitych naj-
czestsze sg powtarzajgce si¢ zera 1 jedynki. Gdy na wejsciu schematu podamy
nawet bardzo duze warto$ci liczbowe, to po przekroczeniu relatywnie matej
liczby iteracji te olbrzymie wartosci w wyniku wzajemnego odejmowania male-
ja, sprowadzajg si¢ do zer i jedynek, a te z kolei od pewnego momentu wchodza

2 p. Coveney, R. Highfield, Granice ztozonosci. Poszukiwania porzgdku w chaotycznym
Swiecie, thum. P. Amsterdamski, Warszawa 1997; J. D. Murray, Wprowadzenie do biomate-
matyki, thum. U. Fory$, M. Bodnar, Warszawa 2007; H. Haken, Synergetics. Introduction and
Advanced Topics, Springer 2004.
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na zamknieta trajektori¢ i zaczynaja oscylowaé w nieskonczono$é¢ (Ryc. 1).
Osobng obserwacja jest, ze wraz z ewolucja rosnie stopien uporzadkowania
tworzonej macierzy. W przeciwienstwie do uktadéw fizycznych mozna stwier-
dzié, ze entropia uktadu i ilo$¢ informacji maleje.

Rye. 1. Oscylacje w ukladzie o K = 9 (wartosci: czerwone: 0, niebieskie: 1)

10 20 30 40 50 60 70

iteracja

Zrodto: Opracowanie whasne

Pojawianie si¢ cykli granicznych zaobserwowali$my réwniez w schemacie
dzialajacym z cyklicznymi warunkami brzegowymi (Ryc. 2). Analogicznie
do sytuacji rozwazanych poprzednio, po przekroczeniu pewnej liczby iteracji
w uktadzie pojawiajg si¢ oscylacje. Niezaleznie od wyboru omawianych wcze-
$niej warunkow brzegowych graniczna liczba iteracji, po ktorej uktad wchodzi
na trajektori¢ zamknieta, jest rozna, zalezna od poszczegdlnych wartosci licz-
bowych elementow ciagu, niemozliwa do przewidzenia ad hoc.

3 W wersji kolorowej ryciny dostepne sa online na stronie internetowej czasopisma, pu-
blikacja papierowa: barwa jasnoszara — 0, barwa ciemnoszara — 1; http://www.doktoranci.uj.
edu.pl/zeszyty
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Ryc. 2. Oscylacje w macierzach o cyklicznych warunkach brzegowych K =9
(wartosci: czerwone: 0, niebieskie: 1)

50 100 150 200
iteracja

Zrodto: Opracowanie whasne

5. ATRAKTOR 2 - OSCYLACIJE TLUMIONE

Gdy algorytm operuje na liczbach naturalnych (jak w powyzszych wzorach),
najmniejszg ré6znicg pomigdzy nimi pojawiajacg si¢ w tworzonej strukturze jest
warto$¢ jeden. W przypadku liczb niecatkowitych réznice pomigdzy poszcze-
gb6lnymi elementami ciggu moga by¢ dowolnie mate. Konsekwencja tego sa
trajektorie uktadu, ktore czesto, cho¢ nie zawsze okazujg si¢ by¢ pseudocy-
kliczne, tzn. warto$ci liczbowe oscylujg z pewng okreslong statg czestotliwo-
$cig, jednak ciggle malejg, zmierzajac do zera. Sg to wiec oscylacje thumione
(Ryc. 3). Pamigta¢ jednak nalezy, ze powyzsze rozwazania nie mogg by¢ pro-
wadzone droga komputerowej analizy numerycznej w przypadku liczb zmien-
noprzecinkowych, tzn. takich, ktéorych komputerowe odwzorowanie zaleze¢ by
moglto od przyjetej dokladnosci obliczen. Doprowadziloby to do sytuacji,
w ktorej koncowe wyniki moglyby by¢ rézne dla tego samego stanu poczatko-
wego na skutek przyjecia roznej skali doktadnosci (tzw. roundoff error).
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Ryc. 3. Przyktad oscylacji ttumionych dla liczb niecatkowitych,
ktorych komputerowa reprezentacja nie sg liczby zmiennoprzecinkowe

30 40 50 60 70 80 920 100

iteracja

Zrodto: Opracowanie wlasne

6. ATRAKTOR 3 - STALA

Czasami uktad zamiast zmierza¢ do atraktora cyklicznego, zmierza do punktu
przestrzeni fazowej (kolejne generowane postacie ciggéw nie roznig si¢ od sie-
bie warto$ciami poszczegdlnych elementéw). Prawie zawsze, poza pewnymi
szczegoblnymi typami ciggéw wejsciowych, wszystkie elementy przyjmujg wte-
dy warto$¢ 0. Zaobserwowalismy pewne ogoélne prawidtowosci, kiedy uktad
zmierza do punktu (stalej), a kiedy nie. Prawidlowosci te pojawiaja si¢ zawsze,
gdy spelnione sg ponizsze warunki:

Atraktorem uktadu jest stata warto$¢ elementow ciagéw rowna 0:

— dla ciggow z przyjetymi zerowymi warunkami brzegowymi — gdy liczba
kolumn macierzy spetnia zaleznoéé: K = 2V — 1, gdzie N — dowolna
liczba naturalna;

— dla ciggéw z cyklicznymi warunkami brzegowymi — gdy liczba kolumn
macierzy spetnia zaleznosé: K = 2V, gdzie N — dowolna liczba naturalna.
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Ryec. 4. Przyktadowe zachowanie uktadow w zaleznosci od wymiarowosci K (gorny wiersz 7,
dolny 8) i typu warunkow brzegowych (ciggi z zerowymi warunkami brzegowymi — lewa,
z cyklicznymi warunkami brzegowymi — prawa). Zastosowano skalg koloréw: czerwony: 0,
niebieski: 1, zielony: pozostate [wersja kolorowa dostgpna online]

5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

iteracia teracia

5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

iteracja iteracja

Zrodto: Opracowanie whasne

7. PSEUDO-BIFURKACIJE ZALEZNE OD STRUKTURY

Bifurkacja — jakosciowa zmiana wiasnosci modelu matematycznego przy drob-
nej zmianie jego parametrow, np. warunkow poczqtkowych.

Zgodnie z podana powyzej definicja zaobserwowana przez nas zmiana wia-

snosci schematu rdéznicowego, polegajaca na podazaniu dwoma roéznymi trajek-
toriami, nie moze by¢ okreslona jako rodzaj bifurkacji, gdyz wymiarowo$¢ nie
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moze zmienia¢ si¢ w sposob ciagly, lecz dyskretny. Jest to wiec zjawisko jedy-
nie przypominajace bifurkacje.

Zmiana wtasnos$ci tego modelu polega na mozliwosci zadania réznej licz-
by elementéw ciggu wejsciowego, a takze okreslenia dwoch réznych typow
warunkow brzegowych. I tak dla ciagu z cyklicznymi warunkami brzegowymi
7-elementowego trajektoria ukladu jest zdeterminowana, dazy do cyklicz-
nych oscylacji, podczas gdy dla postaci 8-elementowej trajektoria dazy do punk-
tu ,,0”, zlokalizowanego w 8-wymiarowej przestrzeni fazowej. Natomiast dla
8-elementowego ciggu z zerowymi warunkami brzegowymi uklad ponownie
bedzie dazyt do cyklu granicznego, natomiast cigg 7-elementowy wejdzie na
trajektorie dazaca do stalej (Ryc. 4).

Opisywana pseudo-bifurkacja jest dos¢ specyficzna. Po pierwsze, obserwu-
jemy zmian¢ wiasnosci modelu nie tylko wzgledem jednego warunku poczat-
kowego, ale wzgledem dwoch warunkéw (wymiarowos$ci i typu warunkow
brzegowych), ktére wzajemnie uzupehiaja si¢ we wilasno$ciach, jak to zostato
pokazane w przypadku ciggow 7- i 8-elementowych. Jest to obserwowane dla
par ciggdw o dtugosci spehiajacej zaleznosé 2V i 2NV — 1.

Po drugie, opisywane zjawisko jest niezalezne od usytuowania punktu repre-
zentujgcego stan uktadu w przestrzeni fazowej, zalezne za$ od samej natury tej
przestrzeni. Jest to wigc zjawisko zalezne od struktury, wlasnosci przestrzeni,
w ktorej odbywa si¢ ewolucja uktadu (patrz Ryc. 4).

8. OSCYLACIJE ZL.OZONE

W niektorych przypadkach pojawiajace si¢ w uktadzie oscylacje moga by¢ sumag
oscylacji o krotszym okresie. Te pierwsze sg wigc oscylacjami ztozonymi. Aby
to tatwo przedstawi¢, warto wprowadzi¢ parametr X, oznaczajgcy sume wszyst-
kich elementéw danego ciggu. Analizujgc zmiang tego parametru w czasie ewo-
lucji schematu, obserwujemy, ze jego warto$ci zmieniajg si¢ cyklicznie, gdy
uktad wchodzi na trajektoric zamknieta. Czasem jednak okres tych cykli jest
wigkszy niz okres cyklicznych zmian wartosci poszczegdlnych kolumn macie-
rzy. Jednym z przyktadow, gdzie obserwowane jest to zjawisko, jest cigg otwar-
ty 5-elementowy (Ryc. 5). Okazuje si¢, ze zardbwno warto$ci X, jak i wartoSci
elementéw w kolumnach 1, 2, 4, 5 oscyluja z wigkszym okresem niz warto$ci
w kolumnie 3. Okres tych pierwszych oscylacji jest zwykle wielokrotnoscia
oscylacji krétszych.
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Ryec. 5. Oscylacje ztozone algorytmu dla ciagu 5-elementowego
(wartosci: czerwone: 0, niebieskie: 1)
[wersja kolorowa dostepna online]

10 20 30 40 50

iteracja

Zrédto: Opracowanie whasne

Powyzsza wlasnos¢ ciggdw 5S-elementowych nalezy prawdopodobnie wytluma-
czy¢ specyficznymi wilasno$ciami generowanej struktury liczbowej. Trzecia
kolumna tworzonej macierzy ma centralne potozenie wzglgdem pozostatych,
jest wiec pewng plaszczyzng symetrii catej struktury. Podobne zjawisko obser-
wowali$my dla innych ciggéw otwartych, posiadajacych nieparzysta liczba ele-
mentow, a oscylacje o najkrotszym okresie pojawialy sie zawsze w centralnie
potozonej kolumnie.

W przypadku niektorych ciggéw 5-elementowych obserwowaliSmy jeszcze
inne zjawisko. Ot6z wartosci w kolumnach 1, 2, 4, 5 w ostateczno$ci daza do
cykli granicznych, podczas gdy wartosci w kolumnie 3. wydaja si¢ wchodzi¢ na
tor trajektorii zamknietej duzo wczesniej, jednak jak si¢ okazuje, gdy wartosci
W pozostatych kolumnach dostatecznie zmalejg, kolumna 3. ostatecznie zeruje
sig, czyli osigga atraktor punktowy. To specyficzne zachowanie obserwowali-
$my przyktadowo dla ciggu wejsciowego: 22, 33, 4322, 55, 32 (Ryc. 6).
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Ryc. 6. Wizualizacja zachowania schematu réznicowego przy danych poczatkowych: 22, 33,
4322, 55, 32. Po prawej zastosowano maske ze skalg kolorow: czerwony: 0, zielony: 1, nie-
bieski: pozostate [wersja kolorowa dostepna online]

400

4 4
300

3 3
200
100

1 1
0

iteracja iteracja

o
o

140 150 160 170 180 190 200

Zrodto: Opracowanie wlasne

9. OBIEKTY EMERGENTNE

Wizualizujac ewolucj¢ schematu operujacego na wzglednie duzej liczbie ko-
lumn macierzy, a takze stosunkowo duzych wartosciach liczbowych, mozna
zauwazy¢ pojawianie si¢ specyficznych zachowan ukladu. Sa one widoczne,
gdy spogladamy na uktad z pewnej odlegtosci, tzn. gdy jestesmy w stanie zaob-
serwowa¢ efekt co najmniej kilkudziesigciu iteracji. Zaobserwowa¢ mozna po-
jawianie si¢ specyficznych obiektow, ktére nalezy nazwaé obiektami
emergentnymi. Zdecydowali§my si¢ przedstawi¢ dwa ich przyktady. Sa
nimidychotomiczne rozwidlenia iobiektyping-pong.

Rozwidlenia dychotomiczne to specyficzny rozklad zer i jedynek w macie-
rzy, ktory niesie skojarzenia z rozwidlajacg si¢ na niebie blyskawicg (Ryc. 71 8).
W tle tych rozwidlen reprezentowanych przyktadowo przez wartosci jeden znaj-
duja si¢ zera uktadajace si¢ rowniez w specyficzne figury, np. piramidy.
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Ryc. 7. Wizualizacja rozwidlen dychotomicznych

1500

1000

500

30 40 50 60 70 80

iteracia

Zrodto: Opracowanie wlasne

Obiekty ping-pong to obrazowe ,,0odbijanie” si¢ trajektorii uktadu od ,,brzegéw”
(aq,ag), zachodzace cyklicznie, ze stalg czestotliwoscig. Oscylacje te w pew-
nym zakresie moga pokrywac si¢ z omoéwionymi wczesniej cyklami graniczny-
mi, mogg je jednak w pewnym zakresie wyprzedzaé, tzn. zachodzi¢, zanim jesz-
cze uktad wejdzie na tor trajektorii zamknietych. Obiekty te mozna réwniez
obrazowo opisac jako ,,zygzaki”. Patrzac na nie z pewnej odlegtosci, tak wlasnie

wygladaja (Ryc. 8).

Ryc. 8. Wizualizacja obiektu typu ping-pong oraz rozwidlen dychotomicznych
(wartosci: czerwone: 0, niebieskie: 1) [wersja kolorowa dostgpna online]

200 250 300 350 400
iteracja

Zrodto: Opracowanie wlasne
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10. INNE PODTYPY SCHEMATU ROZNICOWEGO

Na bazie opisanego schematu mozna tworzy¢ inne, bardziej badZ mniej ztozone
podtypy, wykorzystujace podobng zasade pojedynczej iteracji. Jednym z przy-
ktadow jest nieco bardziej ztozona postaé schematu, ktéry mozna nazwac su-
mowaniem piramid. Wejsciem schematu jest rowniez ciag liczb, jego dziatanie
jest analogiczne do opisanego wczesniej schematu macierzowego, z ta rdznica,
ze nie zaktada si¢ zadnych warunkéw brzegowych — w Kolejnych iteracjach
korzysta si¢ ze wzoru (1). Skutkuje to skracaniem si¢ kolejnych ciggéw i ukta-
daniem si¢ liczb w formie trojkata (piramidy), z jedng warto$cig liczbows zapi-
sang w wierzchotku. Przyktadowo:

Natomiast gdy zapiszemy ten przyktad w postaci szczegodtowej, prezentujgc
kazde pojedyncze dziatanie:

1
1 0
0 1 1
4 4 3 4
1 5 1 4 0

Mozna zauwazy¢, ze w wyniku podania na wejsciu jednego ciggu (podstawa
piramidy) generowane sg dwa kolejne ciagi o tej samej liczbie elementow. Sg to
boki piramidy. Dziatanie algorytmu mozna wigc przedhuzaé, tworzyé podobne
struktury (kolejne piramidy) na bokach tej pierwszej, wyjsciowej. W rezultacie
mozna tworzy¢ bardzo zlozong strukture, kazda tworzona piramida tworzy dwa
kolejne ciagi, ktore mogga sta¢ si¢ podstawami dwoch kolejnych piramid. Ztozo-
no$¢ struktury ro$nie wigc w postepie geometrycznym 2%,
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Tak zapisany schemat juz po stosunkowo niewielkiej liczbie iteracji staje si¢
trudnym problemem obliczeniowym. Aby ograniczy¢ ztozono$¢ algorytmu,
mozna zdecydowaé si¢ na pewne upraszczajace zalozenie: kontynuowaé ,,su-
mowanie” piramid, wybierajac jedynie skrajnie potozone boki, tzn. ciggle skraj-
nie lewe lub skrajnie prawe. W efekcie liczba piramid bedzie rosnaé w postepie
liniowym 2 - N. Przedstawia to Ryc. 9.

Ryec. 9. Schemat postgpowania przy uktadzie piramidowym

Zrodto: Opracowanie whasne

Analiza tak powstalej ztozonej struktury liczbowej moze m.in. polega¢ na anali-
zie warto$ci na wierzchotkach piramid (okregi na Ryc. 9). Ewolucje schematu
mozna przedstawi¢ w postaci ciggu finalnego, ktérego elementami sg kolejno
pojawiajace sie warto$ci z wierzchotkéw w kolejno dodanych piramidach. Oka-
zuje sie, ze w takim uktadzie rowniez pojawiajg si¢ wlasnosci i obiekty opisy-
wane poprzednio. Gtéwnym atraktorem uktadu jest cykl graniczny, cho¢ mani-
pulujac odpowiednio danymi wejsciowymi, mozna wymusi¢ dazenie uktadu do
statej. Jest to jednak problem trudny, wedlug nas statystycznie zaniedbywalny.
Pojawiajace si¢ oscylacje maja charakter zlozony. Mozna je rozpatrywac i anali-
zowa¢ zar6wno na przyktadzie wspomnianego ciagu prezentujacego wierzchot-
ki, jak i w samej strukturze liczbowej, w poszczegdlnych ,,kolumnach” powsta-
tych piramid.

Okazuje si¢, ze tutaj rowniez liczba dodanych piramid konieczna do poja-
wienia si¢ oscylacji moze by¢ bardzo rézna. Co ciekawe, posta¢ wygenerowa-
nego ciaggu finalnego ztozonego z wartosci w wierzchotkach moze by¢ niezgod-
na z pierwotng intuicja. Przyktadem jest pojawiajaca si¢ wartos¢ 3 w faktycznie
otrzymanym ciggu finalnym:
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111311000100010001000 ... (100 0)—cykl graniczny

Innym mozliwym wariantem schematu jest wprowadzenie modyfikacji
w samej procedurze jego ewolucji. Mozna przykladowo zatozy¢, ze schemat
oprocz liczenia réznicy bezwzglednej liczb moze takze obliczaé ich sume. Jak
tatwo si¢ domysli¢, takie zatozenie powodowac bedzie zamiast spadku przyrost
wartosci liczbowych, zamiast wzrostu uporzadkowania struktury — jej spadek.
Mozna jednak liczenie sumy przeprowadza¢ jedynie wybidrczo, np. co pewng
liczbe iteracji. Tym samym schemat stawalby si¢ bardziej ztozony, a jego obli-
czanie mniej trywialne. Szans¢ dla tej modyfikacji upatrywaé¢ mozna réwniez w
propozycji uzycia schematu jako algorytmu do szyfrowania danych, o czym
traktowac bedzie jeden z kolejnych punktow.

11. SCHEMAT A TEORIA CHAOSU

Innym wartym uwagi zagadnieniem jest zadanie sobie pytania, Czy zmiana
wartosci dowolnego elementu tworzonej struktury liczbowej wywiera taki sam
efekt na dalsza ewolucj¢ uktadu. Okazuje si¢, ze nie. Niektore elementy w two-
rzonej strukturze, zar6wno bardzo ztozonej, jak w przykladzie ,,sumowania”
piramid, jak i w prostszych przypadkach macierzowych, wykazuja bardzo duze
znaczenie dla przebiegu dalszej ewolucji, inne za§ — mniejsze badz wrecz zadne.
Czasem bardzo mata zmiana warto$ci jednego elementu powoduje drastyczng
zmiang¢ na przyktad atraktora, do ktérego zmierza¢ bedzie uktad. Czgsto przy-
padkowa zamiana jedynki na zero lub odwrotnie powoduje zmiane okresu po-
wstajacych oscylacji lub przebiegunowanie, tzn. zamian¢ miejscami zer i jedy-
nek w powstalym cyklu granicznym. Analiza opisywanych tutaj struktur pod
tym katem jest bardzo interesujaca, niesie skojarzenie z teoria chaosu. Nalezy
jednak nadmieni¢, iz o ile pewne opisane wczesniej zjawiska, jak pojawiajace
si¢ pseudo-bifurkacje, zalezaty od samej struktury algorytmu, o tyle r6zna wraz-
liwos$¢ ewolucji na dane elementy struktury zalezy wprost od warto$ci liczbo-
wych wystepujacych w tej strukturze (Ryc. 10 i 11).

Analizujac doglebnie przebieg schematu i idac dalej w swych rozwazaniach,
poszczegoblne liczby wydajg si¢ nam rdéznie ,,oddziatywac ze sobg”, tzn. przeka-
zywac wigkszy badz mniejszy potencjat wptywu na dalsza ewolucj¢ uktadu. Jest
to problem bardzo interesujacy, ale takze bardzo ztozony, wykraczajacy poza
ramy niniejszej pracy.
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Ryc. 10. Tlustracja czutosci uktadu na zaburzenia. Po lewej ewolucja ciagu postaci (0)19 100
(0)10, po prawej (0)1o 100 1 (0)g, gdzie liczby w dolnym indeksie oznaczajg wielokrotno$ci

danych elementow
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Zrodto: Opracowanie wlasne

Ryc. 11. Druga ilustracja czutosci uktadu na zaburzenia w przypadku uzycia liczb losowych.
U gory rysunek uzyskany na podstawie oryginalnego ciagu, w $rodku w poczatkowym ciagu
zmieniono pierwszy element o 1, na dole zmieniono drugi element o 1 (wartosci: czerwone: 0,
niebieskie: 1) [wersja kolorowa dostepna online]

40 60 80 100 120

iteracja

Zrodto: Opracowanie wlasne
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11. SCHEMAT ROZNICOWY JAKO POTENCJALNA
FUNKCJA JEDNOKIERUNKOWA

Funkcja jednokierunkowa — funkcja, ktéra jest latwa do wyliczenia (istnieje
algorytm liczgcy jej wartosci), natomiast niemozliwa do odwrocenia (nie istnieje
algorytm pozwalajgcy na otrzymanie elementu przeciwobrazu z prawdopodo-
bieristwem wiekszym niz zaniedbywalne.

Istnienie funkcji jednokierunkowych jest otwartym problemem w informaty-
ce. W praktyce stosuje si¢ funkcje stabo jednokierunkowe, tzn. umozliwiajace
odwrodcenie funkcji (znalezienie przeciwobrazu), ale z jednoczesng konieczno-
$cig wykonania wielu obliczen. Funkcje te znajduja zastosowanie w kryptogra-
fii, do szyfrowania danych. Obecnie wiele popularnych kryptosystemow opiera
si¢ na wykorzystaniu mnozenia dwoch duzych liczb pierwszych jako potencjal-
nej funkcji jednokierunkowej. Okazuje si¢, ze wyliczenie iloczynu dwdch nawet
bardzo duzych liczb jest bardzo proste, natomiast operacja odwrotna, czyli fak-
toryzacja, jest problemem bardzo zlozonym. Zaktada si¢, ze udane tamanie szy-
frow opartych o faktoryzacje bedzie mozliwe po skonstruowaniu komputera
kwantowego.

Schemat réznicowy spetnia w pewnej mierze warunki stawiane potencjalnej
funkcji jednokierunkowej. Dowolng informacje mozna zapisa¢ w postaci ciggu
liczbowego, ktory moze sta¢ si¢ wejsciem schematu. W wyniku ewolucji gene-
rowane sg kolejne ciagi liczb, az do osiagnigcia danego atraktora, przyktadowo
cyklu granicznego. Znalezienie cyklu granicznego jest trywialne obliczeniowo,
natomiast znalezienie przeciwobrazu, czyli ciggu wejSciowego jest w gruncie
rzeczy niemozliwe. Nie oznacza to jednakze, ze schemat jest doskonatlg funkcja
jednokierunkowsa, albowiem do danego cyklu granicznego prowadzi¢ moze
nieskonczona liczba trajektorii. Znalezienie jednej konkretnej, ktora miataby
prowadzi¢ do ciggu przedstawiajacego informacje poddang szyfryzacji jest wigc
niewykonalne.

By¢ moze jednak odpowiednio zmodyfikowana posta¢ schematu potaczona
z utajona procedura szyfryzacji danych, pozwalajaca na odzysk informacji za-
szyfrowanej, mogtaby postuzy¢ jako alternatywa dla obecnych algorytméw
kryptograficznych. Warta podkreslenia jest prostota calego schematu, a takze
mozliwo$¢ wprowadzania réznych modyfikacji, jak liczenie réznicy badz sumy
liczb, rézna geometria uktadu, a takze mozliwo$¢ podzialu ciggéw na mniejsze

podjednostki.

#J. Katz, Y. Lindell, Introduction to Modern Cryptography, CRC Press 2007.
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13. SCHEMAT ROZNICOWY JAKO AUTOMAT KOMORKOWY

Automat komorkowy to system skladajgcy si¢ z pojedynczych komorek, znajdu-
Jjacych sige obok siebie. Ich uktad przypomina szachownice lub plansze do gry.
Kazda z komorek moze przyjgé jeden ze stanow, przy czym liczba stanow jest
skonczona, ale dowolnie duza. Stan komorki zmieniany jest synchronicznie,
zgodnie z regulami mowigcymi, w jaki sposob nowy stan komorki zalezy od jej
obecnego stanu i stanu jej sqsiadow.

Zgodnie z powyzsza definicjg zaproponowany przez nas schemat réoznicowy
moze byé rozpatrywany jako jeden z przykladéw automatu komorkowego®. Idea
schematu réznicowego, a takze generowane przez niego struktury i zachowania
zostaly zaobserwowane 1 opisane jeszcze bez wiedzy autorow o istnieniu auto-
matow komorkowych. Okazuje si¢, ze przedstawione przez autorow reguly
prowadzenia iteracji i uzyskiwane wyniki byly juz wiele lat temu intensywnie
badane i1 opisywane pod hastem jednowymiarowych automatow
komorkowych. Przyktadowo tzw. Rule 90 prezentuje schemat iteracyjny
bardzo zblizony do zaproponowanego przez autoréw niniejszej pracy. Struktury
opisywane tutaj jako rozwidlenia dychotomiczne zbiezne sg z tzw. stunted trees
and triangular clearings, strukturami generowanymi m.in. przez Rule 90.
Ponadto klasyfikacja automatéw komorkowych dokonana przez Wolframa® jest
w pewien sposob zblizona do zaproponowanej w tym artykule klasyfikacji
atraktorow opisywanego uktadu. Kolejnym aspektem wartym podkre$lenia jest
postulowane uzycia automatéw komorkowych jako funkcji jednokierunkowych
w celu szyfryzacji danych, co réwniez zostato niezaleznie zaproponowane przez
autoroOw. Reasumujac, autorzy pracy sg wdzigczni recenzentom za zwrocenie
ich uwagi i zainteresowanie tematem automatéw komoérkowych, bez czego nie-
mozliwa bylaby rzetelna klasyfikacja omawianych tutaj struktur i zachowan,
uwzgledniajagc wezesniejsze dokonania.

14. REFLEKSJA FILOZOFICZNA

Czym jest otaczajaca nas rzeczywisto$¢? Czasami sktonni jestesmy przyznac, ze
to, co odbieramy naszymi zmystami, to niekoficzace si¢ potoki informacji, zera
i jedynki doptywajace do naszych narzadow zmystéw, ktore dopiero odpo-
wiednio przetransformowane przez nasz mozg stwarzaja wrazenie obrazow,

SA. Adamatzky, Game of Life Cellular Automata, Springer 2010; J. von Neumann, The
Theory of Self-reproducing Automata, ed. A. Burks, Illinois 1966; S. Wolfram, A New Kind of
Science, Wolfram Media 2002.
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dzwigkow, smakow i zapachow. Czyz wigc nasza rzeczywisto$¢ jest swoistym
matriksem?

Uderzajacym argumentem jest to, jak tatwo obrazy i dzwigki przettumaczy¢
na jezyk bitow. Tak wiasnie dziataja kamery, mikrofony, aparaty cyfrowe. Po-
wstaty zapis tatwo odtworzy¢ i uzyska¢ w zasadzie niemozliwe do odroéznienia
obrazy i dzwigki uprzednio zakodowane. Sktonni jesteSmy przyznaé, ze nasza
rzeczywisto§¢ mozna potraktowaé jako swoistg, niebywale skomplikowang
matryce¢ danych doplywajacych w sposob ciagly rozlicznymi strumieniami.

Gdy analizujemy przebieg schematu réznicowego, przychodzi nam na mysl
pewna refleksja. Moze istnieje analogiczna do naszego schematu $ciezka, ktérg
podazajac moglibySmy zaglebi¢ si¢ w macierzy naszej rzeczywistosci, przejsé¢
do najprostszych, ,,zero-jedynkowych” jako$ci, dostrzec ukryte z naszego punk-
tu widzenia zjawiska i wlasnoSci. Moze takg wlasnie wlasno$cig jest ukryta,
immanentna cykliczno$¢. Moze te wszystkie ruchy oscylacyjne atoméw i Cza-
stek elementarnych, a takze oscylacje wyzszych stopni, jak cykle metaboliczne,
komérkowe, fale akustyczne, stanowig co$ na wzor atraktoréw pojawiajacych
sie¢ w ewolucji naszego algorytmu. Moze tg Sciezka jest wiasnie refleksja nad
naszym $§wiatem, jego rozbidr na czynniki pierwsze, proba wydzielenia z tej
skomplikowanej macierzy tego, co najbardziej pierwotne i najprostsze. Naszym
zdaniem na najbardziej substancjalnym poziomie istniejg pewne pierwotne jako-
$ci, pierwotne tadunki, ,,+” i ,,—”, to wlasnie one, nast¢pujac po sobie, wyzna-
Czaja pierwotny rytm, najbardziej substancjalne cyklicznosci, ktore nastepnie
interferuja, tacza si¢, wzmacniajg lub wygaszaja, przy okazji tworzac obiekty
emergentne, analogiczne do rozwidlen dychotomicznych czy obiektow ping-
-pong. Moze nimi wiasnie sg obiekty naszego Swiata i my sami...

Skrypt do programu symulujacego dzialanie schematu réznicowego napisanego
w jezyku R wraz z objasnieniami jak z niego skorzysta¢ jest dostepny pod adre-
sem: www2.chemia.uj.edu.pl/~seidler/R.

THE DIFFERENTIAL PATTERN

The aim of this work is to present the prosperities of a certain iterative pattern, which we have
called the ,,differential pattern”. It operates through a subtraction of the two adjoining ele-
ments of the sequence and returning of their absolute difference, used subsequently in the next
steps. The whole procedure can be prolonged, enabling the investigation of the generated
sequences. The pattern generates two-dimensional matrixes and the numerical structures of
a higher level.

The evolution of the pattern leads to various possible behaviours, among which character-
istic attractors may be mentioned. They can be the limit cycles, i.e. oscillations appearing
after the certain number of iterations, which may be constant or continuously silenced. Anoth-
er type of a possible attractor is a constant number, which is usually zero. Interestingly
enough, the type of attractor toward which the pattern leads may depend on the number of
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elements in a single sequence, or the assumed edge conditions. It is a peculiar pseudo-
bifurcation dependent on the parameters of generated structure, appearing regardless of the
value of the elements filling the created numerical structure.

During the pattern evolution, complex oscillations have also been observed, i.e. those ex-
erting a different frequency. For instance, in a 5-element sequence, a distinct frequency of
oscillations tends to appear on the third position.

The visualisation of the pattern has been attempted with the use of R-packet, so it was
possible to observe that the pattern generates more complex structures, exerting some level of
order. Some hehaviours are emerging only after reaching the specific level of complexity.
These characteristic objects are dychotomic forks resembling the lightings, or other behav-
iours whoch we have called ‘ping-pong objects’.

The last aspect of this work is the presentation of the differential pattern as a potential
candidate for a one-way function, i.e. the procedure possible to be applied in data coding.

A distinct section of this article has also been devoted to discuss the pattern as a particular
type of cellular automata, about which the authors did not know until the article’s review.
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