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Edward Preweda*

OCENA DOKLADNOSCI WYZNACZANIA
PRZESTRZENNEGO POLOZENIA PUNKTOW METODA BIEGUNOWA™**

1. Wprowadzenie

Polozenie, wymiary czy tez ksztalt wielu obiektéw przemyslowych okresla sie na
podstawie wynikéw pomiaréw geodezyjnych. Kontrolowane obiekty reprezentowane
sa przez zbiory punktéw polozonych na ich powierzchni, obserwowanych z punktéw
odniesienia. Prace terenowe, obejmujace wykonanie obserwacji, moga by¢é prowadzone
przy zastosowaniu réznych technik pomiaru i réznej klasy sprzetem pomiarowym.

Jedna z metod okreslania wspdirzednych przestrzennych punktow jest metoda bie-
gunowa. Pomiary odlegloéci moga by¢ wykonywane do réznego typu reflektoréw, mo-
cowanych w punktach charakterystycznych obiektu. Wraz z pojawieniem si¢ dalmierzy
bezzwierciadlanych typu DIOR, powstala mozliwoéé obserwacji punktéw praktycz-
nie dowolnie rozmieszczonych na powierzchni badanego obiektu, a zatem mozliwosé
uwzgledniania w szerszym stopniu uwarunkowan konstrukcyjnych obiektu. Zastoso-
wanie dalmierzy bezzwierciadlanych do réznego typu pomiaréw geodezyjnych jest
wprawdzie ograniczone, ze wzgledu na stosunkowo niewielki zasieg i niezbyt wysokie
dokladnosci pomiaru odleglosci, niemniej jednak w coraz wigkszym stopniu dalmierze
te wprowadzane sa do praktyki geodezyjnej. Ponizej zamieszczono charakterystyki ko-
lejnych modeli dalmierza DIOR, wskazujace na ciggle doskonalenie konstrukeji tych
dalmierzy (Tab. 1).

*Akademia Gérniczo-Hutnicza, Wydzial Geodezji Gorniczej i Inzynierii Srodowiska
**Praca jest bezposrednio zwiazana z badaniami wlasnymi nr 10.150.355, AGH Krakéw
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Tabela 1
Typ Zasigg bez lustra [m] | Blad standardowy [mm]
DIOR 3001 50 5-10
DIOR 3002 250 5-10
DIOR 3012 ;1 DIOR 3012S 350 3-5+1 ppm

2. Sie¢ punktéw odniesienia

Wspélrzedne punktdw odniesienia wyznacza si¢ w przestrzeni tréjwymiarowej na
podstawie wynikow pomiardéw katowo-dlugosciowych 1 wysokosciowych, przy czym
model obserwacyjny sieci przestrzennej rozklada sie czesto na skladowa pozioma 1 wy-
sokoséciowa. Estymacje punktowa, prowadzaca do znalezienia wektora niewiadomych
(wspéirzednych punktéw odniesienia) przeprowadza si¢ metoda najmniejszych kwa-
dratéw, realizujac warunek

F = v"Pv = (w — Az)"P(w — Az) — minimum (1)

gdzie:
w - wektor wyrazdéw wolnych,
A — macierz wspdlczynnikow,
x — wektor niewiadomych,
P — macierz wspdlczynnikéw wagowych w sensie Markowa dla wielkosci obserwowa-
nych, czyli P = Cov(w)_l.
Przyjmujac, ze obserwacje nie sa skorelowane ale o zréznicowanych wariancjach,
macierz Cov(w) bedzie macierza diagonalna, stad

_ Yet 1
pi = o x tr {Cov(w)~ '} (2)

> 1/o}
i=1

gdzie o2 — wariancja obserwacji.

Spelnienie warunku (1) prowadzi do wzoru na estymator wektora niewiadomych

2= (ATPA) AT Pw (3)
oraz macierz wariancyjno-kowariancyjna tego estymatora

Cov(z) = ¢2(ATPA)™! (4)
Nieobciazony estymator wariancji 62 okreéla si¢ z zaleznosci

T
2" Pv )
n—u—1

Dokladno$é polozenia poszczegdlnych punktéw odniesienia okreslaja elipsoidy ufnosci
na poziomie (1 — ) o pdlosiach

ai(l—u) = v /\i X (X:zi,l—-oz) (6)

i odpowiadajacych im wersorach kierunkowych 7(X);.
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Wartosci wlasne ); i przyporzadkowane im wektory wlasne s; wynikaja z rozkladu
spektralnego podmacierzy macierzy kowariancji Cov (&) dla wspélrzednych wybra-
nego punktu P;, natomiast (ngl_a) jest kwantylem rzedu (1 — «) rozkladu chi-
kwadrat o 3 stopniach swobody. W analogiczny sposéb mozna konstruowaé elipsoidy
ufnosci okredlajace dokladnos¢ wzajemnego polozenia wybranych par punktéw P — K
sieci. W tym przypadku podmacierz, na podstawie ktérej okredlaé bedziemy elipsoide
ufnosci, bedzie postaci

C=Cp+Ck~Cpg—Ckp (7
Poszczegdlne podmacierze wybierane sa z macierzy Cov (&)
[ Cp | ... | Cpx | ]
Cov(z)=| —-— - — -— -
Cxkp | ... | Ck |

W przypadku wykonywania cyklicznych obserwacji obiektu, osnowa powinna by¢
powiazana z punktami polozonymi w strefie wolnej od przemieszczeri, celem prze-
prowadzenia kontroli stalosci jej punktéw.

3. Estymacja macierzy kowariancji dla przestrzennych wspolrzednych
punktéw obserwowanych metoda biegunowa

Podstawe oceny doktadnosci wyznaczanych cech geometrycznych obiektow stanowi
macierz kowariancji Cov(z,y, z) dla wspdlrzednych punktéw reprezentujacych dany
obiekt. Wspélrzedne te okreslane sa z rézna dokladnoscia, a stopien zréznicowania
dokladnosci pomiedzy poszczegélnymi punktami uzalezniony jest od klasy sprzetu
pomiarowego i stosowanej techniki pomiaru. W metodzie biegunowej zréznicowanie to
jest bardzo istotne. Przyjecie a priori jednakowej dokladnosci wyznaczenia wspélrzed-
nych prowadzi nieuchronnie do znieksztalcenia wartosci estymowanych parametrow.
Ponizej okreslono macierz Cov (z,y, z) dla metody biegunowe;j.

Zakladajac, ze wspdlrzedne poszezegdlnych punktow P; obiektu okreslane sa w spo-
s6b jednoznaczny, ich wartosci wyznaczymy z zaleznosci (patrz rys. 1)

r; = X; + d;sin p; cos Aj;

yi = Y; +d;singp;sin Aj; (8)

zi = Zj + hj 4+ dijcosp; :

Macierz kowarlancji Cov(z, y, z) dla wspélrzednych wyznaczanych punktéw okre-
slamy zgodnie z prawem przenoszenia sie kowariancji. Model stochastyczny przyj-
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P; — punkt na obiekcie,

P;, Py — punkty osnowy odniesienia,
d; — odlegloé¢ ukosna do punktu P;,
@i — kat zenitalny do punktu P;,

hj — wysoko$¢ instrumentu,

Aji — azymut kierunku J-1I.

Rys. 1. Schemat wyznaczania wspélrzgdnych punktu metoda biegunowa

miemy przy zalozeniu, ze kowariancje obserwacji sg réwne zeru oraz, ze wspdlrzedne
punktéw osnowy X i obserwacje L sa niezalezne, czyli

Cov(X) | ©

Cov(X,L) = Cov (f) =| - B - | (—;0;(;) (9)

przy czym macierz Cov(L) dla obserwacji zastapimy macierza diagonalna postaci
Cov(L) = diag{V(a), V(¢), V(d), V(h)} (10)

Wystepujaca w modelu stochastycznym macierz kowariancji Cov (X, L) wspdlrzed-
nych punktéw odniesienia mozna aproksymowaé wedlug nastepujacych modeli:

Model 1

Cov(X)=0 (11)
— co oznacza przyjecie wspolrzednych punktéw odniesienia za bezbledne.
Model 2

Cov(X) = 6°E (12)

— co oznacza, ze wspdlrzedne s3 jednakowo dokladne i nieskorelowane (62 — estyma-
tor wspolczynnika wariancji, E — macierz jednostkowa).
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Model 3
Cov(X) = 6’D (13)
— co oznacza, ze wspolrzedne sa nieskorelowane, réznodokladne (D — macierz diago-
nalna).
Model 4
Cov(X) = ¢°W (14)

— model uwzgledniajacy kowariancje pomiedzy wspoirzednymi punktéw odniesienia.

Wybdr modelu stochastycznego uzalezniony jest od konkretnych warunkéw 1 wy-
maganych dokladnosci.
Zgodnie z prawem przenoszenia sie kowariancji zapiszemy

Cov(z,y,z) = STCov(X,L)S (15)

gdzie

S — macierz utworzona z pochodnych czastkowych funkeji (8) wzgledem odpowie-
dnich punktéw osnowy i obserwacji.

Dla punktu P; mozemy zapisaé

Si=[8: | Sy | S:]

przy czym
M z; . . sin Aji 7
g% = 1 — d; sin ¢;sin Aj; m”
. ) ) cos A;
% = d; sin p; s1n/1jr‘m]—lc
81‘,— =0
0z; —
Oz; _ 4 .. sinAjg
Eﬁ = d; sin ; sin A;; jkA
axi _ e o L COSAE
s, — | v, T ~disinpisindji—go ;

! 8xi =0
07y ~
gg—‘; = d; sin ; sin A;;
Oz .
%z—. = d; cos p; sin Aj;
(91,‘1' :
3d; = sinei cos Aj;
a.'L'i - 0

L Uy -
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[ Oy; : sin A;; 1 _ )
b — d;sinp; cos Aj; oz
i . A
i 1— di ; A_‘_COS k 62' _
Yj SIn p; COS Aj; m 33% =0
6Zi. = 0 32,- 1
0 ; in A Eazj
L — d.sin o _sin Aji z
sz = d; sin p; cosAJ,_aj_kJ_ ,k -0
aYi = d; sin y; cos AJ-,-COSIAIIC 0z; _
Sy =1 o .5, = | 9k
’ 6 L= 0 ' 62,- _ 0
Zr 36—2; =
60;'- = —d; sinp; cos Aj; 5& =0
: 0z; .
agol' = d; cos p; sin Aj; ;i = —d; sin ¢;
]
J Oz; _
g—% =sin Pi sin AJ',' 331- cos p;
a i 62,- 1
Loty = _ o, |

Wprowadza)ac oznaczenia:

K; = sing; sin Aji; v =sing; cos Aji; pi = cosp;sin Aj;

sin A;;
_ ji.
wi= 25y =
7

cos Aj;

otrzymamy:

-66-% = diviw;

b

S 1~ iy
7

Oy;

%=

aa-Xﬁ = —diviw;

g‘ﬂ:_di’/‘s
o
O

t = dip;
Pi K
Oy; _

- = Ki
i _ g
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L Ulty A
Dla i-tego punktu macierz kowariancji przyjmuje postaé

Cov(x,L) = COV(XJ,YJ‘,ZJ,Xk,Yk,Zk,oq,go,',d,',hj) =

rV(X;) cov(X;,Y;) cov(X;, Z;) cov( Xy, Xi) cov(X;,Yr) cov(X;, Zy) 7
/=/ V(Y;)  cov(Y;,Z;) cov(Y;, Xi) cov(Y;,Yk) cov(Y;,Zy)
/=/ /~/ V(Z;) cov(Z;,Xi) cov(Z;,Yy) cov(Z;, Zy) 0
/=1 I~/ /=1 V(Xx)  cov(Xk, Yi) cov(Xk, Zi)
/=1 !~/ /=1 /=1 V(Yk)  cov(Yk, Zx)
/=] /=/ /=] /=1 /=1 V(Zx)
V(ai) 0
V(ei)
0 V(d;)
L 0 V(h;)d

Dla modeli stochastycznych typu (11), (12) i (13) macierz Cov (z, y, z) mozna zapisaé
w formie:

(Cov(:nl,yl,zl) 0 0 1
0 Cov (22,92, 2
Cov(z,y,z) = (z2,92, 22)
L 0 0 ... | Cov(Zn,Yn,zn)

Macierze Cov (z;,y;, 2zi) moga by¢ w tym przypadku liczone niezaleznie

COV(:Ui, Yi, Zi) = SZTCOV(XJ',Y}, Zj,X}c,Yk,Zk,(!,', gD;,d,',hj)Si (17)
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Jezell wystepowaé beda obserwacje nadliczbowe, wéwczas model matematyczny
w czescl stochastycznej bedzie analogiczny do przedstawionego powyzej, natomiast
czes¢ funkcjonalna wyrazona bedzie przez réwnania poprawek typu

€= Ad+w (18)

Jezeli sie¢ odniesienia jest niezalezna sytuacyjnie i wysokosdciowo, co czesto w praktyce
ma miejsce, wéwcezas kowariancje typu cov(X, Z), cov(Y, Z) beda zerowe.
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