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1. Wprowadzenie

Obecnie jestesmy swiadkami dynamicznego rozwoju zaréwno sprz¢tu geodezyjnego, jak
i informatycznego. Pojawiajace si¢ w seryjnej produkcji precyzyjne instrumenty
geodezyjne, a zwlaszcza zintegrowane tachimetry elektroniczne, np. typu TC 2002 firmy
Leica, gwarantujg osiggni¢cie wysokich doktadnosci pomiaru zaréwno dtugosci, jak i katow.
Wielka zaleta tych przyrzadow jest automatyczna rejestracja obserwacji na roznych
nos$nikach informacji, ktéore z kolei umozliwiaja komunikacj¢ pomiedzy instrumentem
a komputerem.

Nowoczesny sprzet geodezyjny odgrywa istotng role w modernizacji dotychczasowych
i tworzeniu nowych technologii pomiarowych, a w potaczeniu z technika komputerowa
umozliwia pelng automatyzacj¢ proceséw pomiarowo-obliczeniowych wraz z graficzna
prezentacja wynikow posrednich lub koncowych.

W niniejszej pracy przedstawiono wyniki uzyskane przy zastosowaniu omoéwionych
powyzej technik pomiarowo-obliczeniowych w pracach zwiazanych z badaniem zbiornikow
cylindrycznych.
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** Prace wykonano w ramach projektu badawczego Nr 9 S 605 034 03 finansowanego przez
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2. Charakterystyka obiektu

Obiekt stanowi 16 zbiornikéw w ksztalcie walca ulozonych w dwéch rzedach po
osiem (rys. 1). Wysokos¢ kazdego zbiornika bez zabudowy technologicznej na gérze
wynosi okolo 27 m, przy srednicy zewngtrznej okolo 19,5 m.

15 13 Skala1: 1000

Rys. 1. Szkic osnowy pomiarowej obiektu
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Zbiorniki, wykonane metoda slizgowa w poczatkach lat 60-tych, posadowione
sa na kielichach o nieco wigkszej srednicy, ale nie zawsze wspdlosiowo. Zewnetrzne
$ciany zbiornikéw wzmocnione sa obreczami stalowymi, umieszczanymi przewaznie
co 1,25 m. Elewacje zbiornikéw nie sa tynkowane i stad daje si¢ zauwazy¢ duza poro-
watos¢, dochodzaca do +1,5 cm.

3. Przebieg pomiaru i obliczen

Polozenie obiektu, zabudowa zewnetrzna i widoczno$é profiléw okreslity ksztalt
1 forme osnowy. Zalozono lokalna poligonowa sie¢ wezlowa, skladajaca sie z trzech
clagéw oraz kilku punktdéw wyznaczonych wcieciami katowo-liniowymi, bazujac na
punktach poligonowych (rys. 1). Sie¢ pomiarowa wyréwnano metoda Scista w lokal-
nym ukladzie wspéirzednych, prayjmujac os z wzdhluz rzedéw zbiornikéw. Zalozono
réowniez kilka reperéw roboczych, ktérych wysokosci wyznaczono z niwelacji geome-
trycznej, réwniez w lokalnym ukladzie. Postuzyly one do wyznaczenia wysokosci osi
celowej tachimetru elektronicznego w czasie obserwacji zbiornikéw. Do sytuacyjno-
wysokosciowego wyznaczenia polozenia punktéw zastosowano metode biegunowa. Do
pomiaru uzyto precyzyjnego tachimetru TC 2002 firmy Leica, natomiast do sygna-
lizacji poszczegdlnych punktéw na zbiorniku wykorzystano prototypowe urzadzenie
do pomiaru szyn suwnicowych, z zamocowanym reflektorem pryzmatycznym GPH1
z tarcza celownicza. Urzadzenie to dostawiano poziomo do $ciany zbiornika z kosza
drabiny strazackiej typu MAGIRUS na kolejnych punktach profilu pionowego, w od-
stepach co okolo 2,5 m (co druga obrecz). Na kazdym zbiorniku, zgodnie z zyczeniem
zleceniodawcy, wykonano 4 profile — po dwa w plaszczyznach OXZ i OY Z, natomiast
na zbiorniku nr 11 wykonano 12 profiléw réwnomiernie rozmieszczonych na obwodzie.
Po zakoniczeniu pomiaréw, w ukladzie wspdlrzednych zdefiniowanym powyzej, wyzna-
czono wspotrzedne z, y, z wszystkich punktéw.

4. Algorytmy wyznaczania parametréw geometrycznych zbiornikow

Jak wiadomo, pomiary geodezyjne dostarczaja informacji o obiekcie w postaci
zbioru wspélrzednych z, y, z punktéw odpowiednio rozmieszczonych na jego po-
wierzchni. W zaleznosci od wymagan zleceniodawcy oraz od tego, jakie parametry
obiektu nalezy kontrolowaé lub wyznaczaé, liczba tych punktéw moze byé zmienna.
Bedzie ona okreslaé¢ sposéb rozwiazania zadania i zastosowanie odpowiedniego algo-
rytmu. Wyznaczane parametry opisujace obiekt 1 ich dokladnosé pozostaja w Scislej
zaleznosci zaréwno od liczby punktéw, jak i dokladnoSci obserwacji. W aspekcie
powyzszych uwag, ponizej, w krétkim zarysie zostana podane dwa algorytmy opraco-
wania wynikow pomiaréw zbiornikéw cylindrycznych.



130 J. Mréz, E. Preweda, T. Szczutko

4.1. Obliczanie odchylenia osi obiektu od linii pionu

Najprostszym rozwiazaniem tego zagadnienia jest obliczenie wspdlrzednych X,
Y;, srodkéw kazdego z przekrojéw poziomych Z; oraz wektora A;, odchylenia od linii
pionu, przechodzacej przez srodek przekroju odniesienia (zerowego).

Pierwsze z powyzszych zadan sprowadza sie do wpasowania okregu w grupe
punktéw lezacych na plaszczyZnie poziomej kazdego z przekrojow. Poszukiwanymi
parametrami sa wspolrzedne X, Y, punktu srodka okregu oraz jego promien R.

Réwnanie okregu:

(¢ - X))+ (y-Y) =R’ (1)
lub jego rozwinieta forme

2? — 2 X, + X2+ -2y, + Y2 - R* =0 (2)
mozemy przedstawié w postaci parametrycznej:

4y +zA+yB+C =0 : (3)

w ktérym to réwnaniu

A=-2X,
B = -2Y,
C=X2+Y}?

Szukane parametry srodka wyraza si¢ wzorami:

X_s:'_é Y":_g’ R:VX32+Y32_C (4)

Dla liczby punktéw wiekszej od 3 wpasowanie okregu wykonujemy metoda naj-
mniejszej sumy kwadratéw odchylek, wyznaczajac parametry A, B i C jako niewia-
dome ukladu réwnan bledéw typu:

vu=zA+yB+C+ dlai=1,2,...,n (5)

gdzie I; = =2 + y?.

Po przejéciu do réwnaii normalnych i ich rozwiazaniu, korzystajac ze wzoréw (4)
znajdujemy interesujace nas parametry.

Odchylenia osi obrotu od linii pionu oblicza sie jako réznice pomiedzy wspolrzed-
nymi wyznaczonych srodkéw przekrojéw i wspéirzednymi przekroju odniesienia (ze-
rowego).
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4.2. Estymacja parametréw polozenia i ksztaltu powierzchni stopnia drugiego
4.2.1. Estymacja parametréw réwnania powierzchni

Réwnanie ogdlne powierzchni stopnia drugiego ma postaé:
F(z,y,2) = a;12% + 2a152y + 201322 + 24147 + a22y® + 2a23yz +
a4y + aszz® + 2a34z + agq = 0 (6)

Przyjmujac za stale wartosci odpowiednich parametréow réwnania powierzchni,
mozna naklada¢ warunki brzegowe pozwalajace na aproksymacje powierzchni okre-
slonego typu. Wartosci parametréw a;; réwnania powierzchni okreslamy na podstawie
wspolrzednych z, y, z punktéw reprezentujacych powloke obiektu. Eliminujac z réw-
nania (6) jedna niewiadoma otrzymamy:

G(z,y,2) = 22 4 2b1ozy + 2b13xz + 2142 + booy® + 2ba3yz +
2624y + bazz® + 2b3az + bag = 0 (7

przy czym: b;; = =:L; (b1 = 1).

ayy
Roéwnania aproksymacyjne, zapisane w IlOta.CJl maclerzowe} maja posta.c:

Br=g+v (8)
przy czym:
2(L‘1y1 2.’612’1 R | dblg
2:L‘zy1 2.’6222 R | dbls
B nu) = . . . o Blu,l) = . )
() : : o1 b :
2ZaYn  2Znzn ... 1 dbag
91 u1
g2 U2
9n)= | . |» Yn,1)=
gn Un

(n - liczba obserwowanych punktéw, u — liczba prametréw powierzchni).

Przyjmujac wspétrzedne punktéw za jednakowo dokladne, nieobciazony estymator
T wektora niewiadomych szacujemy rozwiazujac uogdlnione liniowe zadanie najmniej-
szych kwadratow:

vIv=(g— Bx)" (g — Bz) — minimum (9
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4.2.2. Estymacja wspdlrzednych $rodka powloki

Jak wiadomo [1], wszystkie srednice kwadryki centralnej przecinaja sie w jed-
nym punkcie, zwanym srodkiem kwadryki. Na podstawie sktadowych wektora normal-
nego do powierzchni stopnia drugiego, ktérego wspélrzedne dla punktu okreslajacego
§rodek symetrii beda réwne zero, mozemy zestawié uklad réwnan:

zo + biayo + b1320 + 14 =0
b217 + bazyo + bazz 4+ bag = 0 (10)
b31z0 + b3ayo + b3zzo + b3g =0
ktérego rozwiazaniem sa najbardziej prawdopodobne wartoéci wspéhrzednych srodka
(Zo, Yo, Zo) wyaproksymowanej powierzchni.

W przypadku powierzchni niecentralnych wspdlrzedne srodka zy, 3, mozna okre-
sla¢ dla dowolnie ustalonej wartosci 2 (z = const), rozwiazujac uklad réwnan

zo + biayo + bizz + 014 =10

(11)
ba1zg + bazyo + bazz + b2 = 0

4.2.3. Estymacja pdlosi gléwnych

Wymiary pdlosi gléwnych aproksymowanych powierzchni wyznaczymy po prze-
ksztatceniu funkeji (7) na postaé kanoniczna. Transformacja ta polega na obrocie osi
wspdlrzednych w taki sposéb, aby kazda z nowych osi byla skierowana wzdluz jednej
z osi gléwnych oraz na przesunieciu poczatku ukladu wspétrzednych do srodka kwa-
dryki. Kierunki osi gléwnych pokrywaja sie z kierunkami wektoréw wlasnych macierzy
utworzone]j ze wspolezynnikéw charakterystycznej formy kwadratowej réwnania (7):

1 b2 b3
E= | ba1 byz ba3 (12)

ba1 b3z ba3
Maclerz £ ma trzy wartosci wiasne A, wynikajace z warunku
I-Xx by b3
E=det | bn  baa—A b (13)
ba1 bsgz  baz—A
Korzystajac z obliczonych pierwiastkéw charakterystycznych A;, Az, A3 réwnanie po-

wierzchni mozna przedstawié w postaci kanonicznej.
Jezeli niezmiennik K # 0 (powierzchnie centralne) wéwczas:

L =0 (14)

/\1:62 + /\2y2 + /\32{2 + -
K
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natomiast dla K = 0, J # 0, poprzez obrét i przesunigcie ukladu prostokatnego
réwnanie powierzchni mozemy sprowadzié do postaci:

Mzt + Aoy? +

2\/?2:0

(15)

Niezmienniki J, K, L wystepujace we wzorach (14) i (15) maja postaé:

J - 1 by
bia by

1 by

K =|bx by
bs1 b3z

N 1 b3
ba1 bas

bis

bas

b33

b22 b23

bas b33

1 b1a
_ b21~b22
T | bar ba
bay b4y

bis bia
bas  baq
baz  baq
bag  baq

(16)

Wymiary osi gléwnych obliczymy, poréwnujac réwnanie danej powierzchni z réw-
naniem przedstawlajacym ogolna postaé kanoniczna réwnania kwadryki. W tabeli 1
przedstawiamy parametry hiperboloidy jednopowlokowej 1 walca eliptyczhego, wyra-
zone przez niezmienniki i wartosci wlasne macierzy (13).

Tabela 1
Powierzchnia Réwnanie Niezmienniki | Wartosci wlasne | Parametry
kanoniczne
Hiperboloida |Z+&+%5 =1 K<0 |[M2Xh>0>X |a=-1%
jednopowlokowa K<o0 p2 =L Il\"
=L
. T LK
2 -
Walec Gt =1 K=0,L=0 |A1] > A2} a22=ﬁ111—[
eliptyczny J>0 (A1, A2 #£0) V¥=rng

4.2.4. Estymacja kierunkéw osi gléwnych powierzchni modelowej

Wszystkie wyaproksymowane powierzchnie maja swoje kierunki gléwne w przy-
jetym ukladzie wspdtrzednych prostokatnych. Kosinusy kierunkowe osi gléwnych wy-
znaczamy na podstawie warunku:

cos o
cos 0 X

cos ¥

1-2A bio
boy by — A
ba1 b3a

b3

b23
b33 -2

=[0 0 0]

(17)
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4.2.5. Wyznaczenie odchylek ksztaltu powloki rzeczywistej od modelowej

Rozwiazujac uklad réwnan aproksymacyjnych typu (8), mozemy okresli¢ we-
ktor wpasowania v, wyrazajacy niespelnienie przez punkty reprezentujace powloke
rownania aproksymowane) powierzchni. Ze wzgledéw praktycznych przetransformu-
Jemy ten wektor na wektor normalny do powierzchni wyaproksymowane;j.

Korzystajac ze sktadowych IN;, N, IV, wektora normalnego IN do powierzchni
modelowej, mozna zapisaé:

[wm Ym zm] = [:1: Y z] +p[Nz' Ny Nz] ) (18)
lub:
[mm Ym zm] =[xy z] + [vz' Vy ”2] (19)

gdzie: [x y 2] - maclerz wspdlrzednych punktdw reprezentujacych powloke rzeczy-
wista,

[Zm Y,, zm] — macierz wspdlrzednych punktéw powloki modelowej odpowia-
dajaca macierzy [z y ],

[vz vy v;] — macierz skladowych odchylek ksztaltu pomiedzy powierzchnia wy-
aproksymowang a rzeczywista,

[Nz Ny N.] - macierz sktadowych wektora normalnego do powierzchni wya-
proksymowanej w punktach obserwowanych P(z,y, 2),

p — wektor szukanych parametréw.

Zastepujac w réwnaniach aproksymacyjnych wspélrzedne punktéw obserwowanych
wspolrzednymi powierzchni modelowej okreslonymi wedlug (19), a wektor niewiado-
mych z jego estymatorem Z, otrzymamy n niezaleznych réwnan warunkowych, ktére
po przeksztalceniach mozemy zapisaé nastepujaco:

PINZ +bsa N2 +baaN2 + 2b13Ne, Ny, + 2613N;z, N, + 2b3aNy, N, ] +
pi[NZ + N2 + N2]+ z? + baoy? + bazz? + 2b1aziy; + 2b13z;2; +

2by3yizi + 2(brazi + boayi + b342;) + b4 =0 (20)
czyli:

piui+ pimi +vi =0 (21)
gdzie:

pi = N2, + boaNZ + bsgN2 + 2b12Ne, Ny, + 2613 Nz Ny, + 2653 Ny, N,
i = N2, + N + N =d}
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Rozwiazujac n réwnan kwadratowych typu (21), wyznaczamy wektor parametréw

P, przy czym:

p = min {
|

{-T,—ﬁ 0+ VA

2 2u
Skladowe v;, vy, v, odleglosci obserwowanego punktu P od powloki modelowej obli-

czamy wedlug zaleznosci:

—n—vn*—4pv —n+ v/ ~4pv

2u 2u

vy = pNy; Uy = pNy; Uz.-pNz (23)

za$ odlegloéé przestrzenna wyraza sie wzorem:

v = vﬁ+v§+vf:pﬁf+N§+N§:p-d (24)

5. Opracowanie wynikéw pomiaréw

Po zakoniczeniu pomiaréw calosé prac obliczeniowych zwiazanych z wyréwnaniem
siecl porniarowej, obliczeniem wspolrzednych punktéw na obiekcie oraz realizacja oby-
dwu algorytmoéw wykonano wedlug programéw wilasnych autoréw. W szczegdlnosci
modularny system KWADRYKA (2] umozliwil pelna automatyzacje procesu wyzna-
czania cech geometrycznych obiektu i ich wizualizacje.

z
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Rys. 2. Wykres odchylen srodkéw przekrojéw zbiornika od linii pionu w plaszczyinie ZX
Skala wzdluz osi Z 1Y 1 :400 Skala odchylend 1 : 20
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Rys. 3. Wykres ochylen érodkéw przekrojéw zbiornika od linii pionu w plaszczyznie ZY
Skala wzdluz ost Z 1Y 1 :400 Skala odchylen 1 : 20

Ze wzgledu na duza objetosé zestawionych tabelarycznie koncowych wynikéw obli-
czen dotyczacych opracowywanego zbiornika nr 11 (180 punktéw) ponizej zostaje
przedstawiona tylko ich forma graficzna.

Na rysunkach 2, 3, 4 przedstawiono wyniki uzyskane z zastosowania pierwszego al-
gorytmu. Parametry wyaproksymowanych powierzchni (bez uwzglednienia przekroju
poziomego nr 0 i 1) programem KWADRYKA zestawiono w tabeli 2 a graficzna
ilustracje odchylek ksztaltu powloki obserwowanej wzgledem czterech powierzchni

modelowych zawieraja rysunki 5-10.

Tabela 2
Parametry WALEC HIPERBOLOIDA
wyaproksy mowane] ELIPSOIDALNY JEDNOPOWLOKOWA
powierzchni Swobodny Obrotowy Swobodna Obrotowa
o [m] 230,578 230,578 230,686 230,673
vo [m] 88,601 88,600 88,819 88,794
20 [m] 8,113 7,698 51,204 45,596
a [m] 9,807 9,762 9,786 9,744
b [m] 9,718 9,762 9,700 9,744
¢ - - 693,337 633,526
¢ [g] 0,24 0,24 0,39 0,40
Az [g] 122,23 122,83 65,60 64,94
Aza [g] 65,87 - 65,92 -
vTv [m] 0,8176 0,3341 0,0835. 0,2258
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Rys. 4. Wykres wektoréw wychylen §rodkéw przekrojéow zbiornika w plaszczyinie XY Skala
wektoréw 1: 4
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Rys. 5. Wykresy odchylek ksztaltu powloki obserwowanej wzgledem hiperboloidy jednopowlokowej swobodne;j,
w kierunku wektora normalnego do powierzchni modelowej
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Rys. 6. Wykresy odchylek ksztaltn powloki obserwowanej wzgledem hiperboloidy jednopowlokowej obrotowej,
w kierunku wektora normalnego do powierzchni modelowe;j
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Rys. 7. Wykresy odchylek ksztaltu powloki obserwowanej wzgledem walca eliptycznego {swobodnego)
w kierunku wektora normalnego do powierzchni modelowe;j
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Rys. 8. Wykresy odchylek ksztaltu powloki obserwowanej wzgledem walca eliptycznego obrotowego,
w kierunku wektora normalnego do powierzchni modelowej

*+ *[amoruazorqo-omorerrod p{Iuyoa) [SUsazooMoU ToR)SAZIONA Ap

6€1



Oznaczenie przekroju

Odchylka [cm]

Rys. 9. Wykresy odchylek ksztaltu powloki obserwowanej wzgledem walca eliptycznego obrotowego
w kierunku osi OX
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Riys. 10. Wykresy odchylek ksztaltu powloki obserwowanej wzgledem walca eliptycznego obrotowego
w kierunku osi OY
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