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Streszczenie

W pracy sformutowano kryterium doboru liczby obserwacji do estymacji parametrow
modelu. Nastepnie dokonano analizy uogo6lnionego modelu liniowego postaci:

o x|

w ktorym poszczegolne macierze majg nastepujacg interpretacije:
d - wektor odchytek losowych w modelu probabilistycznym (nx1),
X - wektor parametrow modelu wystepujacy w czeSci probabilistycznej 1 czeSci
deterministycznej (ux1),
S - macierz wspotczynnikow przy wektorze losowym & (mxn),
A - macierz wspolczynnikow przy wektorze parametréw w czgéci probabilistycznej
(mxu),
B - macierz wspotczynnikow przy wektorze parametrow w czesci deterministycznej
(rxu),
U - wektor zredukowanych wyrazéw wolnych w cz¢sci probabilistycznej (mx1),
W - wektor zredukowanych wyrazéw wolnych w czesci deterministycznej (rx1).
Estymacji parametrow tego modelu dokonano MNK przy uwzglgdnieniu warunkow
Gaussa - Markowa dla formy kwadratowej zapisanej za pomoca funkcji Lagrange'a.
Warunki konieczne na minimum funkcji Lagrange'a prowadzg do ukladu rownan
0 macierzy kwadratowej. Rozwigzanie tego uktadu réwnan przedstawiono za pomoca
g-odwrotnosci macierzy blokowej (3x3). Podano wzory na estymatory wektorow
niewiadomych oraz estymatora wariancji resztowej i macierzy kowariancji wektorow
niewiadomych.
W koncowej czesci pracy podano procedure weryfikacji istotnosci estymowanego
modelu przy uwzglednieniu statystyki F- Snedecora.
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Abstract

The subject of the paper is the point estimation of the generalised linear model of the form:

o x|

where the individual matrixes have the following interpretation:
d - vector of the random deviations in the probability model (nx1),
X - vector of the model parameters occurred both in the probability part and in the determined
part (uxl1),
S - matrix of coefficients by the random vector & (mxn),
A - matrix of coefficients by the parameters vector in the probability part (mxu),
B - matrix of coefficients by the parameters vector in the determined part (rxu),
U - vector of the reduced free terms in the probability part (mx1),
W - vector of the reduced free terms in the determined part (r x1).

The model estimation has been made by means of the LSM (Least Square Method) taking
into account the Gauss-Markov conditions for the square form written by the Lagrange function.
The necessary condition for the minimum of Lagrange function lead to the system of equations of
square matrix. The solution of this system of equation has been shown by means of the block matrix
g-inverse (3x3). The formulas for the estimators computations of the vector unknown as well as
the residual variance estimators and covariance matrix of the vector unknown.

1. Uogodlniona posta¢ modelu liniowego

W ogbélnym przypadku wielkosci obserwowane mozna aproksymowaé za pomoca
nieliniowych modeli regresji wielorakiej, w ktorych wielko$ci obserwowane reprezentujg zmienng
objasniang (zalezna), za§ parametry modelu stanowig zmienne objasniajace (niezalezne. Modele
takie wystepuja pod ogoélng nazwa stochastycznych modeli hybrydowych, czyli modeli
zawierajacych rézne warunki natozone na estymowane parametry.

Kryterium okreslajace liczbg obserwacji w modelowaniu moze by¢ przedziat ufnosci dla

nieznanej warto$ci przecigtnej lub wektora wartosci przecietnych (u) i nieznanego odchylenia

standardowego (o) z proby losowej, czyli

A

p-X=t@-2 n-u) 22—, (1.1)
2 n-u

gdzie:
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X - oznacza warto$¢ przecigtng zmiennej losowej liczong z proby lub wektor wartosci
przecigtnych,

6 - oznacza odchylenie standardowe zmiennej losowej liczone z préby,

t(l— %, n—u)=t, - oznacza kwantyl rozktadu Studenta o (n—u) stopniach swobody dla

poziomu ufnosci (1—e«), przy czym « oznacza prawdopodobienstwo wystapienia bledu

pierwszego rodzaju, czyli prawdopodobienstwa odrzucenia weryfikowanej hipotezy
statystycznej dotyczacej warto$ci przecietnej, podczas gdy jest ona w rzeczywistoSci
prawdziwa. Warto$¢ tego kwantyla okresla si¢ z tablic rozktadu Studenta.
Po przeksztatceniu wzoru (1.1) otrzymuje si¢ formute na obliczenie minimalnej ilo$ci elementow
nadliczbowych proby do estymacji modelu, czyli

. (6)
n—u=(t,)? (12)
(1 - %)
ktora zalezna jest od kwantyla rozktadu Studenta (t,) oraz od odchylenia standardowego w probie
6 1niedokladnosci szacowania warto$ci przecigtnej (‘ =X ‘) .

Jezeli przyjmiemy zatozenie, ze niedoktadno$¢ szacowania wartosci przecietnej bedzie na
poziomie odchylenia standardowego zmiennej losowej w probie, wtedy wzor (1.2) upraszcza si¢
do nastepujacej postaci:

n-u=(,)*> — t,=+Jn-u, (1.3)
w ktorej kwantyl rozktadu Studenta (t,) zalezy od dwoch parametrow, to znaczy od liczby stopni

swobody (n —u) oraz od poziomu ufnos$ci (1—«) . Ustalajac poziom ufnosci (1—«) =0.99 mozna

z rownania (1.3) jednoznacznie okresli¢ takie (n—u) , dla ktorego kwantyl rozktadu Studenta
£(0.99, n—u) =-/n—u . Rozwiazanie tego réwnania metoda kolejnych przyblizen daje warto§é
n—u=10, czyli n=u+10.

Z powyzszej analizy wynika bardzo wazny wniosek praktyczny, ze przy przyjetych
zatozeniach, iz niedoktadno$¢ szacowania wektora wartosci przecigtnych bedzie na poziomie
odchylenia standardowego zmiennej losowej w probie, minimalna liczba obserwacji bedaca
podstawg estymacji modelu nie powinna by¢ mniejsza od u+10.

Najtrudniejszym problemem w modelowaniu wielko$ci obserwowanych jest dobieranie
matematycznej postaci funkcji, ktora bedzie najdoktadniej opisywata badane zjawisko. Miarg tej
doktadnosci powinien by¢ estymator wspotczynnika regresji wielokrotnej (R), za pomoca ktorego

definiuje si¢ statystyke F-Snedecora w nastepujacej postaci:
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R? n
T1-R2 n-u (L4

Kazdy uktad rownan obserwacyjnych albo aproksymacyjnych a takze uktad warunkéw na

Fs

wielkos$ci obserwowane moze by¢ sprowadzony do postaci liniowej. W tym celu wykorzystuje si¢
rozwini¢cia dowolnej postaci funkcji w szereg Taylora. Zatem kazdy przypadek estymacji

parametrow modelu i warto$ci stacjonarnych mozna sprowadzi¢ do postaci modelu liniowego.

W dotychczasowych zastosowaniach wykorzystuje si¢ rozne procedury estymacji liniowej,
ktore wynikaja z postaci uktadow réwnan wigzacych obserwacje. Istotne znaczenie poznawcze
I utylitarne bedzie miato sformulowanie uogoélnionego modelu estymacji liniowej, ktdrego
szczegolne przypadki beda odpowiadaty dotychczas stosowanym algorytmom w modelowaniu
wynikéw obserwacji.

Niech dowolny uktad rownan liniowych (nadliczbowy lub uwarunkowany) bedzie zapisany
W postaci macierzowej

MZ=U (1.5)

gdzie:

M - oznacza macierz wspotczynnikow, stanowigcych wartosci pierwszych pochodnych
dla przyblizonych wartosci estymowanych parametrow modelu, o wymiarach
(mxn+u),

Z -0znacza macierz niewiadomych estymatorow, stanowigcych odchytki losowe lub
przyrosty do przyblizonych wartosci estymowanych parametrow modelu, o
wymiarach (n+ux1),

U - oznacza macierz zredukowanych wyrazéw wolnych dla poszczegélnych réwnan za
pomoca zaobserwowanych wartosci zmiennych losowych lub przyblizonych

wartos$ci estymowanych parametréw modelu, o wymiarach (mx1).

Rozwigzanie uktadu réwnan (1.5) moze by¢ formulowane dla roéznych warunkéw
brzegowych, wynikajacych ze specyfiki rozwazanego zagadnienia. Z kolei rézne warunki
brzegowe wymagaja pionowego lub poziomego podziatu uktadu réwnan (1.5) 1 prowadzg do
uktadow réwnan blokowych.

Dla pionowego podzialu uktadu rownan (1.5) mozna na cze¢$¢ niewiadomych & narzucié
warunek Gaussa - Markowa, a pozostalg cz¢$¢ niewiadomych X potraktowaé jako parametry

modelu. Wtedy taki uktad rownan moze by¢ zapisany w postaci blokowej

[SA] m =U (1.6)

co jest rtownowazne uktadowi rownan

S5 +AX=U (1.6a)

str.4/12



przy czym & oznacza wektor odchylek losowych, za§ X oznacza wektor parametrow
analizowanego modelu.

Dla poziomego podziatu uktadu rownan (1.5) wykorzystamy posta¢ (1.6), w ktorej na
warto$ci parametrow modelu narzucamy restrykcje (warunki) postaci

BX=W (1.7)

Uwzgledniajac powyzszy warunek, uktad réwnan (1.6) moze by¢ zapisany w formie blokowe;j

HHEH o

Podziat poziomy uktadu rownan (1.5) zawarty w postaci (1.8) moze wynika¢ z warunkow
brzegowych, w ktérych goérna czg¢s¢ rownan powinna spelnia¢ model probabilistyczny, za$ dolna
czg$¢ rownan powinna spetnia¢ model deterministyczny.

Macierze wystepujace w rownaniu (1.8) posiadaja nastepujace oznaczenia:

S - macierz wspotczynnikdw przy wektorze losowym 8,

A - macierz wspotczynnikow przy estymowanym wektorze parametrow modelu (X)
W czg$ci probabilistycznej,

& - wektor odchylek losowych w modelu probabilistycznym,

X - wektor niewiadomych, czyli estymowanych parametrow (przyrostow do przybli-
zonych warto$ci estymowanych parametrow), wystgpujaca w  modelu
probabilistycznym i w modelu deterministycznym,

B - macierz wspotczynnikow przy estymowanym wektorze parametrow X w modelu
deterministycznym,

U - macierz zredukowanych wyrazéw wolnych w modelu probabilistycznym,

W - macierz zredukowanych wyrazéw wolnych w modelu deterministycznym,

2. Estymacja uogdlnionego modelu liniowego

Zgodnie z zasada MNK estymatory nieobcigzone uktadu réwnan (1.8) musza spekniac
warunki Gaussa - Markowa wynikajace z formy kwadratowej zapisanej za pomoca funkcji
Lagrange'a.

Dla uktadu réwnan (1.8) zapisanego w formie macierzy blokowych funkcja Lagrange'a

bedzie nastgpujacej postaci:

®=38"P8§+2K'(S8+AX-U)+23"(BX-W)=minimum (2.1)

przy czym P stanowi macierz wagows, zas K 1 J oznaczajg jednokolumnowe macierze

wspotczynnikow Lagrange'a.
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W powyzszej formie kwadratowej wystepuje wektor losowy 0, ktory zwigzany jest ze
zmienna objasniajaca, czyli z obserwacjami L i ich wartosciami modelowymi L nastepujacym
rownaniem:

s=L-L (2.2)

Zgodnie z teorig form kwadratowych minimum funkcji Lagrange'a begdzie spetnione, gdy
pierwsze pochodne bedg rowne wektorom zerowym, za$§ macierze wynikajagce z drugich
pochodnych powinny by¢ dodatnio okreslone.

Warunki konieczne na minimum funkcji Lagrange'a (2.1) stanowig wyrazenia

a%=2P8+ZSTK =0
‘2#;’ =2A'K+2B"J=0
oD (23)
—=2(S6+AX-U)=0
oK
82 = 2(B X — W) = 0
0J
co prowadzi do uktadu czterech rownan macierzowych nastepujgcej postaci:
P§+S'K=0
T T _
A K+B'J=0 (2.4)
S6+AX=U
BX=W
Uwzgledniajac zaleznos¢ z pierwszego rownania
5§=-P7'STK, (2.5)
uktad rownan (2.4) mozna zapisa¢ w nastgpujacej formie:
SP'’S'K + 0 + AX = U
0 + 0 + BX =W (2.6)

A'K + BJ + 0 =0

Uktad réwnan (2.6) zapisany za pomoca macierzy blokowych przyjmuje nastgpujaca postac:

—sp's™ 0 A| [K] [U
0 0 Blx|J|=|W 2.7)
AT BT 0| |X]| |o
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Warunki dostateczne (dopelniajace) minimum funkcji Lagrange'a beda realizowane przy
rozwigzywaniu uktadu rownan (2.7), doprowadzajagc macierze wspotczynnikOw przy
niewiadomych do takiej postaci, w ktorej beda dodatnio okreslone.

Uktad rownan (2.7) sformutowany wedtug MNK jest niesprzeczny, gdyz liczba réwnan
odpowiada liczbie niewiadomych, zatem zawsze istnieje ich rozwigzanie, ale przy uwzglednieniu
uogolnionej odwrotnosci (g-odwrotnosci) macierzy ujmujacej wspdtczynniki tych rownan.

W uogdlnionym modelu (2.7) wystepuje macierz blokowa o dziewigciu podmacierzach,
zatem obliczenie dla niej g-odwrotnosci wymaga odpowiedniego postepowania. Wprowadzajac
symboliczne oznaczenie g-odwrotnosci macierzy blokowej mozna zapisa¢ nastgpujgcg formute

-SP'ST 0 A C, C, C, I, 0 O

0 0 B|x|Cl C, C.l=[0 1, © (2.8)
AT B 0| |cl cl c| |0 01

przy czym |, oznacza jednostkowa macierz hermitowska.

Po zrealizowaniu wzoru (2.8) przy oznaczeniu

—SP*'S"=N

otrzymujemy dziewig¢ uktadéw rownan macierzowych, ale o sze§ciu macierzach niewiadomych,

czyli
NC, + 0 + AC; = I,
0 + 0 + BCI =0
A'C, + BC, + 0 =0
NC, + 0 + AC!] = 0
0O + 0 + BC! =1, (2.9)
A'C, + BC, + 0 =0
NC, + 0 + AC, = 0
0 + 0 + BC, = 0
A'C, + B'C, + 0 =1,

Uktad réwnan (2.8) jest symetryczny, stad jego rozwigzanie bedzie jednoznaczne. Wy-

konujac szereg przeksztalcen macierzowych otrzymamy:

str. 7/12



Co=—(AN'A) + (ATN-A)B-T[B(ATN-A)BT]B(ATN‘A),

C, = [B(ATNA)_ BT} B(ATNA)

C, = [B(ATN‘A)BT]_, (2.10)
C,=-N"AC,,
C,=-N"AC],

C,=N"+N"AC,A'N"
Uwzgledniajac najpierw wyrazenie na macierz C,, wzory (2.10) mozna zapisa¢ w postaci
C, = [B(ATN‘A) BT} ,

C;=C,B(ATNA),

C, = —(ATN-A)’ +(ATN—A)’BTCS, (2.11)
C,=-N"AC,,
C,=-N"AC],

C,=N"+N"AC,A'N".

Zdefiniowane podmacierze (2.11) spetniajg uktad réwnan (2.9), zatem mozna je wykorzysta¢ do
rozwigzania uktadu rownan (2.7).
Nieobcigzony estymator wektoréw parametrow modelu (1.8) mozna wyrazi¢ iloczynem

nastepujacych macierzy blokowych:

K C, C, C,Ju
J|=|C] C, C,|W (2.12)
X| |Cl CI C,|0
czyli
K=C,U+C,W, (2.13)
J=Ccju+C,W, (2.14)
X=ClU+ClW (2.15)

przy czym macierze C, moga by¢ bezposrednio okreslone za pomocg wzorow (2.11).
Estymator wektora losowego 6 obliczymy wedtug formuty (2.5), czyli
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5=-PS"K, (2.16)

za$ nieobcigzony estymator wariancji resztowej wyrazi si¢ wzorem

52 )
" RlsPsT)-RIATBT)

(2.17)

Macierz kowariancji dla wektora X bedzie wyrazona za pomoca macierzy C,, zdefi-
niowanej zalezno$ciami (2.11), czyli

Cov(X)=62C,, (2.18)

Macierz kowariancji dla wektora § mozna wyznaczyé wedhug nastepujacego wzoru:
Cov(§)=-62P*sTC,SP, (2.19)

przy czym macierz C, jest okre$lona zalezno$ciami (2.11).

Macierz kowariancji dla wektora L bedzie postaci

Cov(l)=62P* —Cov(3). (2.20)

Rozwigzanie uogolnionego modelu liniowego (2.7) ilustruje jednolita teori¢ estymacji

modeli liniowych, ktore mozna wykorzysta¢ do opisu zjawisk przyrodniczych lub spotecznych.
Na podstawie przedstawionego rozwigzania uktadu réwnan (2.7) mozna analizowac

szczegblne przypadki modeli liniowych, ktore wynikajg z warunkOw obserwacji i charakteru
badanego zjawiska. Dla przyktadu rozpatrzymy trzy rodzaje takich modeli.
Wieloparametrowy model (L, AX,c°G) Gaussa-Markowa
Jezeli w uogdlnionym modelu ( 2.7 ) przyjmiemy nastepujace zatozenia:
S=1I
U=L
B=0
W=0
det(ATPA) =0

(2.21)

wtedy estymatory dla wektorow niewiadomych 1 ich kowariancji przyjmuja nastgpujaca postac:
X _ (AT “1AT
)f—(A Pf\) A PL, (2.22)
o=L—-AX
Cov(X) =62 (ATPA)™
(X)=3¢(ATPA) 023
Cov(s)=c. (P —A(ATPA)AT)
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Wyzej rozpatrywany model w tradycyjnym rachunku wyrownawczym nosi nazwe metody

wyréwnywania skorelowanych obserwacji posredniczacych.

Uwarunkowany model (L, 1X,5%G,S¢ — U =0) Gaussa-Markowa
Jezeli w uogdlnionym modelu (2.7 ) przyjmiemy nastepujace zatozenia:

A=0
B=0 (2.24)
W=0

wtedy elementy g-odwrotno$ci macierzy blokowej przyjmuja nastepujaca postac:
C,=0
C,=0 (2.25)
C,=—(SP7*s™)*

skad estymatory wektorow niewiadomych 1 ich kowariancji okresla si¢ wedlug nastgpujacych

WwWzoréw:
K=C,U
5=-P'sTc,U (2.26)
Cov(5)=62P*sTC,SP

Wyzej rozpatrywany model w tradycyjnym rachunku wyrownawczym nosi nazwe metody

wyrownywania skorelowanych obserwacji uwarunkowanych.

Wieloparametrowy model (L, AX,c°G,BX — W =0) z restrykcjami
Jezeli w uog6lnionym modelu ( 2.7 ) przyjmiemy nast¢pujace oznaczenia:
S=1

U_L (2.27)

oraz zatozymy, ze macierze symetryczne wystepujace we wzorach (2.10 ) beda bez defektu, wtedy

estymatory wektorow niewiadomych bedg postaci:
X={(ATPA)" —(ATPA)'BT[B(ATPA)'B"]'B(ATPA)'}ATPL +
+{[(ATPA)'BT[B(ATPA)'BT]}W

5=L-AX (2.29)
natomiast macierze kowariancji przyjmuja postaé

(2.28)

Cov(X) =62C,
Cov(5) =62(P* —AC,AT)

Wyzej rozpatrywany model w tradycyjnym rachunku wyré6wnawczym nosi nazwe
metody wyrdwnania obserwacji posredniczacych z warunkami na niewiadome.

(2.30)
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3. Ocena wiarygodnos$ci estymowanych modeli

Miarg zaufania do estymowanego modelu jest kwadrat wspotczynnika korelacji wielokrotne;,

ktory wyraza si¢ nastgpujagcym wzorem:
24 5'PS
(L—LSR)T P(L-L)

S

(3.1)
gdzie:
o0 - wektor odchylek losowych zdefiniowany ogdélnym wzorem (2.16),
P - macierz wag doktadno$ci,
L - wektor obserwacji (zmiennej niezaleznej),
L ¢ - Wektor utworzony z wartosci przecigtnej (Sredniej) zmiennej objasniajace;.
Miarg dopasowania estymowanego modelu do wynikow eksperymentu (pomiaru) jest

statystyka F — Snedecora, ktéra moze by¢ zapisana wedtug nastgpujacej formuty:
R> n

F. =
® 1-R?n-u

3.2)
Pierwszy utamek w tym wzorze okresla stosunek sumy kwadratow odchylek losowych z czesci
wyjasnionej przez model do sumy kwadrtatow odchylek losowych z czescie niewyjasnionej przez
model, za$§ drugi utamek okresla stopnie swobody.
Na ustalonym poziomie istotnosci & mozna weryfikowa¢ hipoteze statystyczna, czy

estymowany model w sposéb zadawalajacy wyjasnia (aproksymuje) analizowane zjawisko. W

tym celu, dla ustalonego poziomu ufno$ci (1—«) oraz (n—u) i (n) stopni swobody, nalezy
okresli¢ kwantyl F(1—a, n—u, n) rozktadu F — Snedecora.
Jezeli nierownos¢
F> F(Q-a, n—u, n) (3.3)
dla estymowanego modelu jest spetniona, to oznacza, ze nie ma podstaw do odrzucenia
weryfikowanej hipotezy. Na podstawie tej weryfikacji mozna wnioskowaé, ze na przyjetym
poziomie ufnosci estymowany model w sposob zadawalajacy aproksymuje (reprezentuje)

analizowane zjawisko.
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Jezeli nierowno$¢ (3.3) dla estymowanego modelu nie bedzie spetniona, to oznacza, ze
analizowang hipoteze nalezy odrzuci¢ na korzys¢ hipotezy alternatywnej. Na tej podstawie bedzie
mozna wnioskowaé, ze na przyjetym poziomie ufnosci analizowany model w sposéb
niezadawalajgcy reprezentuje badane zjawisko.

W wielu zagadnieniach dotyczacych informacji o terenie a'priori trudno ustali¢, jaki model
bedzie najwigcej wyjasniat zmiennos$¢ analizowanego zjawiska oraz, ktore zmienne powinny miec
charakter losowy, a ktore zmienne powinny mie¢ charakter deterministyczny. Wstepna estymacja
takich modeli moze pomoéc w rozdzieleniu tych zmiennych, a nastepnie mozna dokona¢ podziatu
takich rdGwnan na czg$¢ probabilistyczng 1 czg$¢ deterministyczng.

Estymacja uktadu rownan (1.8), przy wykorzystaniu g-odwrotnosci macierzy blokowych,
daje jednoznaczne i przejrzyste procedury szacowania macierzy kowariancji dla wektorow nie-
wiadomych i ich funkcji. Szacowanie to minimalizuje wariancje dowolnych funkcji liniowych
wektoréw niewiadomych, a jednoczes$nie daje podstawy do oceny wiarygodnosci analizowanych

modeli w aspekcie badanego zjawiska.
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