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PRZYKLADZIE SZESCIOWYMIAROWEJ ZMIENNEJ LOSOWE] **

1. Charakterystyka analizowanej proby zmiennej losowej

Przedmiotem analizy sa informacje rynkowe o0 nieruchomosciach gruntowych, ktére
zostaly opisane za pomocg cen jednostkowych (zi/ m?) oraz za pomocg pieciu atrybu-
tow.Dla poszczeg6lnych atrybutdéw przyjeto nastepujace skale:

1)) strefa (miasta) -centralna (4), sSrddmiejska (3), posrednia (2), peryferyjna (I);

2) komunikacja (dostep) -b. korzystna (2), korzystna (1), przecietna (0), nieko-

rzystna (-1);

3) moda (na lokalizacje) —najmodniejsza (5), b. modna (3), modna (1), przeciet-

na (0), niemodna (-1);

4) otoczenie -b. korzystne (2), korzystne (1), przecietne (0), niekorzystne (-1);

5) pole powierzchni -liczba aréw.

Zebrane informacje dla 15 nieruchomosci gruntowych zostaly przedstawione w ta-

beli 1
Analizowane ceny nieruchomosci, jako zmienna losowa jednowymiarowa, charak-

teryzujg sie nastepujacymi parametrami:
— warto$cig przecietng € =77,93 zhm® ,
— odchyleniem standardowym cen rynkowych o,,[c] = 38,00 zhm?,

— wspotczynnikiem dyspersji (rozproszenia) v.=0,49.

* Akademia Gorniczo-Hutnicza, Katedra Informacji o Terenie
** Praca stanowi wynik realizacji badan statutowych w AGH Nr 11.11.150.316
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Tabela 1. Zestawienie atrybutéw i cen nieruchomosci gruntowych

Lp Strefa Komunikacja Moda Otoczenie Pole Cena
1 2 2 1 2 6 56
2 1 2 1 2 8 78
3 1 2 3 2 4 98
4 2 2 3 1 7 135
5 3 1 0 0 8 46
6 3 1 -1 -1 8 25
7 2 1 0 0 8 46
8 4 0 3 2 6 98
9 4 1 5 2 7 112

10 4 -1 5 2 6 145
11 1 0 5 1 3 115
12 1 2 3 2 4 98
13 3 1 0 Q 8 46
14 3 1 -1 -1 15 25
15 2 1 0 0 8 46

Na podstawie wspélczynnika rozproszenia mozna wnioskowaé, ze ceny nieru-
chomosci sg silnie uzaleznione od innych zmiennych losowych, ktére w tym przypa-
dku s3 reprezentowane przez atrybuty (cechy) rozwazanych nieruchomosci. Analiza
rynku nieruchomosci pozwoli okreélié iloSciowy wplyw poszczegélnych atrybutow
na zmiennoéé cen nieruchomosci. Do analizy tej powinny byé wykorzystane odpowied-
nie wspoélczynniki korelacji oraz Scile zdefiniowane nowe parametry, czyli funkcje
na tych wspoélczynnikach.

2. Formuly do analizy statystycznej rynku - zgodnie z [11]

Dla analizy statystycznej rynku zakladamy, ze zmienng zalezng jest cena, nato-
miast atrybuty nieruchomos$ci reprezentujg zmienne niezalezne. Korelacje miedzy ceng
i tymi cechami nieruchomosci mozna opisywaé za pomocg jednego modelu wielowymia-
rowej zmiennej losowej lub za pomocag kilku niezaleznych modeli dwuwymiarowej
zmiennej losowe;j.

Kowariancja cov[X, Y] pomiedzy zmienng X i zmienng Y jest parametrem okresla-
jacym wzajemng zalezno§é zmiennych losowych w rozkladzie dwuwymiarowym. Wiel-
ko$¢ te mozna standaryzowaé za pomocg wartosci odchylen standardowych o[X11i (Y]
obu zmiennych losowych w rozkladach brzegowych. Standaryzowana covlX, Y], czyli

_ cov[X,Y]

T o[X]-olY] @

nosi nazwe wspoéltczynnika korelacji zupelnej (Pearsona).
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Z formuly (1) widaé, ze wspélczynnik korelacji zupelnej jest bezwymiarowy i moze
si¢ zawiera¢ w przedziale od —1 do +1. Bezwzgledna warto§é wspélezynnika korelacji
okresla sile wspélzaleznosci liniowej, zas§ znak wspélczynnika korelacji wyraza charak-
ter wspélzaleznosci. Ujemna wartosé wspélczynnika korelacji dowodzi, iz wspétzalez-
no$¢ rozpatrywanych zmiennych ma charakter negatywny, a to oznacza, ze wzrastanie
wartosci jednej zmiennej powoduje zmniejszanie wartosci drugiej zmiennej. Dodatnia
wartosé wspoélczynnika korelacji swiadezy o tym, ze wspélzalezno$é rozpatrywanych
zmiennych ma charakter pozytywny.

Jezeli wartosci zmiennych losowych zaobserwowane w prébie (x;, y;), dlai=1,2, .., n
bedg posiadaty rownomierny rozklad prawdopodobienstwa

1 )
pl_n (2)

to estymatorem wspélczynnika korelacji liniowej bedzie wspélczynnik #:

n - 1 -
Y (x—-x)(¥i-7) =3 (xiyi)—x-y
;.= i= — n =1 (3)
2 -2 |8 =2 12 2 —2 (12 2 -2
‘/Z (x;—-x)°- |3 (3;-%) =X ()" -x -\/— 2 ) -y
i=1 i=1 n ;-1 n;-
przy czym
_ 12 _ 1
=1 %, == Sy @
n =1 n =1

oll= | (-2, o[y]=]/ 5 (-9 ®)

oznaczajg wartos¢ przecietng oraz odchylenia standardowe rozpatrywanych zmiennych,
okreslone na podstawie wynikéw z proby.

Jezeli opis zmiennych losowych jest utrudniony pod wzgledem ilosciowym, wtedy
elementom badanych zmiennych mozna nada¢ rangi, ktére sa traktowane jako zaobser-
wowane wartosci zmiennej losowej skokowej o rownomiernym rozkladzie prawdopo-
dobienstwa. W przypadku rozpatrywania dwéch cech (X, Y), mozna kolejnym obser-
wacjom kazdej z cech z osobna nada¢ odpowiednie rangi, a nastepnie wyznaczy¢
wspdlczynnik korelacji rang. W tym celu elementy (x;, y;) zaobserwowanej proby losowej
porzadkujemy wedlug niemalejgcych wartosci x;, czyli

x x X X
(1) (2) 3) (n) .
. | gdzie: x(3) <x(2) < x3) <. S x(p) (68)

* L] L]
b4 Y2 Y3 Yn
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i zastgpujemy pary elementéw (x;), y:) odpowiadajgcymi im rangami. Dia zmiennej x;
rangami sg liczby naturalne 1, 2, ..., n, za$ dla zmiennej y; rangami sg elementy y; © s;.
Zbiér wynikéw obserwacji (x;, y;) (6) zastepujemy zatem nowym zbiorem (i, s;), ktérego
elementy zawierajg tylko numery kolejnoéci uporzadkowania wartosci (x;, y;):

(D

Wspdlezynnik korelacji rang (kolejnosci uporzadkowania) rozpatrywanych cech, zdefi-
niowany na podstawie wzoru (3) (por. [11)), czyli

6% (i-5;)*
f-s=1——‘=’113_n (8)

nosi nazwe wspélezynnika korelacji rang (kolejnosci) Spearmana.

Na bazie zbioru rang (7) mozna réwniez konstruowaé wspétezynnik korelacji
rang Kendalla (7,), ktory oblicza sie wedtug wzoru (por. [11]):

Suma przyporzqdkowanych not U

= Liczba wszystkich par T n(n- 1) ©

Jezeli chcemy jednoczesnie analizowaé wszystkie zmienne, to dalsze parametry
wzajemnej zaleznosci (korelacji) mogg by¢ zdefiniowane na podstawie macierzy kore-
lacyjnej (K}. Elementy tej macierzy stanowig wspélczynniki korelacji zupeinej (Pearso-
na) r;; pomiedzy poszczegdlnymi zmiennymi Y, X;, Xj, przy czym wskaznik ,,0” bedzie
odpowiadal zmiennej zaleznej Y. Uwzgledniajgc powyZsze oznaczenia, macierz korela-
cyjna przyjmuje nastepujgcg postaé

1 m m2 - me

1
e a0

0 T, N2 1

Pary atrybutéw, ktére wykazuja wspéiczynnik korelacji wysoki (|r;| > 0,6), majg
podobny wplyw na ksztaltowanie sie cen nieruchomosci, a to oznacza, ze oba atrybuty
wyjaéniajg analogiczng cze$é zmienno$ci zmiennej Y (cen).

Na podstawie macierzy korelacyjnej (10) mozna zdefiniowaé wspolezynniki ko-
relacji czastkowej (cze¢Sciowej), opisujace wspétzaleznosé dwéch ustalonych zmien-
nych X;, Xj, ale przy uwzglednieniu wplywu pozostalych zmiennych losowych, czyli
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-Ad[K;

* " JAdIK ;1 AdK 51

71,2, (1D
gdzie:

Ad[K;;] ~ algebraiczne dopelnienie elementu k;; macierzy {K1,

Ad[K;;] — algebraiczne dopelnienie elementu k; macierzy {K]},

Ad[Kj;] — algebraiczne dopelnienie elementu &; macierzy (K}.

Dla kazdej wyréznionej zmiennej (i-tej) mozna okreslié wspodlezynnik liniowej
korelacji wielorakiej R, ktory opisuje jednoczesng wspélzaleznosé wszystkich pozo-
stalych zmiennych

det\K
= |1-
B \/ detlK;) (12)

gdzie:
det{K} — wyznacznik z calej macierzy (K],
det(K;} — wyznacznik podmacierzy {K;], ktora powstaje ze skreslenia i-tego wier-
sza i i-tej kolumny macierzy (K}, czyli elementéw macierzy dotyczacych
wspolczynnikéw korelacji dla zmiennej wyrdznionej.

Standaryzowane wspélczynniki regresji (wagi f§) oblicza sie¢ wedlug nastepujgcego
wzoru

_Ad[K,;] olx;]

i = Ad[Ky] oly]

(13)
przy czym:
Ad[Ky;l, Ad[Ky] — algebraiczne dopelnienia odpowiednich elementéw macierzy (K1,
olyl, olx;] — odchylenia standardowe dla zmiennej zaleznej i zmiennych nie-
zaleznych liczone z préby.

Standaryzowane wspoélezynniki regresji (wagi B) wskazuja, z jaka silg zmienia sig
standaryzowana zmienna zalezna w odniesieniu do wyréznionej zmiennej zalezinej
standaryzowanej, przy réwnoczesnym uwzglednieniu wplywow pozostatych zmiennych.

3. Wyniki analizy réznych wspdlczynnikéw korelacji cen
i atrybutéw nieruchomosci

Realizujge wzory (3), (8) i (9) dla atrybutéw i cen nieruchomosci zamieszczonych
w tabeli 1 otrzymano poszczegélne rodzaje wspétczynnikéw korelacji, ktorych wartosci
ilustruje tabela 2. Zamieszczone w tabeli 2 wyniki obliczenr dowodza, ze wartosci po-
szczegblnych rodzajéw wspélezynnikow korelacji mogg réznié sie miedzy sobg w zakre-
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sie istotnym (wielokrotnym), a dla niektérych zmiennych stabo skorelowanych wspél-
czynniki korelacji moga si¢ rézni¢ nawet znakiem. Na podstawie tych analiz mozna
sformulowaé wniosek, ze do analizy rynku nieruchomosci powinny byé uwzgledniane
tylko wspolezynniki korelacji zupelnej Pearsona.

Tabela 2. Wspélezynniki korelacji zupelnej Pearsona, korelacji Spearmana i korelacji Kendalla

Ozx::ia:ze- Rodzaj Strefa K;:I:::i' Moda Otoczenie Pole Cena
smiennej | Korelaci | 1] o] [3] [4] [5] [6]
Pearsona 1 -0,6055 0,0351 -0,1424 0,3596 | -0,0074
St[’f]fa Spearmana 1 -0,6160 | -0,0500 | -0,1415 | 0,3034 | -0,0691
Kendalla 1 -0,5747 -0,1163 -0,1752 0,2376 | -0,1119
Komuni- | Pearsona 1 -0,3266 0,0741 | 0,0273 | -0,2382
kacja Spearmana 1 -0,1388 0,2185 -0,0120 | -0,0760
(2] Kendalla 1 -0,0624 0,1745 | -0,0254 | -0,0360
Pearsona 1 0,7558 -0,6741 | 0,9396
M[‘;‘]la Spearmana 1 0,7931 | -0,8234 | 0,9639
Kendalla 1 0,6970 | -0,7053 | 0,9187
. Pearsona 1 -0,6652 | 0,7479
Oto[c:]e nie Spearmana 1 -0,7184 | 0,7416
Kendalla 1 -0,6221 0,6120
Pearsona 1 -0,6163
I:E(;l]e Spearmana 1 —-0,7643
Kendalla 1 -0,6232
Pearsona 1
C[e;x}a Spearmana 1
Kendalla 1

W dalszej analizie okreslono wartosci wspélezynnikéw korelacji czastkowej (11) dla
zmiennej zaleznej (ceny) wzgledem pozostalych zmiennych, czyli atrybutéw oraz warto-
$ci standaryzowanych wspélczynnikéw regresji (wag B) liczonych wedlug wzoru (13).

Wartoéci tych wspélczynnikéw zestawiono w tabeli 3.

Tabela 3. Wspélczynniki korelacji czgstkowej (Pearsona) oraz wagi dla zmiennej zaleznej (ceny)

: Strefa Komunikacja Moda Otoczenie Pole
Rod t:
odzaj parametru i 2] (3] (4] 5]
Korelacja czgstkowa | -0,0742 0,0894 0,8235 0,1167 0,1695
Korelacja zupelna ~0,0074 -0,2382 0,9396 0,7479 -0,6163
Waga ~-0,0365 0,0467 0,9646 0,0728 0,0942
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Z poréwnania wartosci wspotczynnikow korelacji czastkowej i1 korelacji zupelnej
widac, ze tylko dla atrybutu ,,moda" wplyw innych zmiennych jest minimalny na wyja-
$nianie zmiennosci cen nieruchomosci. Zmienno$¢ pozostatych atrybutéw wzgledem cen
jest mocno uzalezniona od wptywu innych atrybutow, gdyz wartosci wspotczynnikow
korelacji czastkowej i korelacji zupelnej r6znig si¢ w istotnym zakresie.

Otrzymane wartosci wag 13 $§wiadcza o tym, ze w liniowych modelach zmiennosci
cen nieruchomosci najwigkszy wptyw bedzie miat atrybut ,,moda", za$ pozostate atrybu-
ty beda mie¢ minimalny wpltyw.

Na podstawie zamieszczonej w tabeli 2 macierzy korelacyjnej (wspotczynnikow
Pearsona) obliczono wedlug wzoru (12) wartosci wspolczynnika korelacji wielorakiej
oraz jego kwadrat, czyli

R = 0,9444,
R? = 0,8919.

Otrzymane warto$ci dowodza, ze razem wszystkie atrybuty sa skorelowane liniowo
z cenami nieruchomosci z sita 0,9444 oraz, ze w liniowym modelu wielorakiej regresji
rozwazane atrybuty moga wyjasnia¢ 89,19% zmiennosci cen nieruchomos$ci zawartych
w bazie.

Na podstawie ilosciowej analizy formut okreslajacych wspotczynnik korelacji rang
Spearmana i wspolczynnik korelacji rang Kendalla mozna wyrazi¢ opini¢, ze wspol-
czynniki korelacji rang powinny by¢ stosowane do opisywania wspotzaleznosci takich
cech, dla ktorych sa ograniczone mozliwosci ich skalowania (warto$ciowania). W proce-
sie opisywania zmiennych za pomocg rang zaniedbywany jest wptyw rozpigtosci skal
i wptyw uwzgledniania rdznic wystgpujacych pomigdzy warto$ciami sgsiednich zmien-
nych na warto$¢ odpowiednich wspotczynnikoéw regresji tych zmiennych. W przypadku,
gdy w rozpatrywanej probie wartoSci cech powtarzajg si¢, wtedy ich uszeregowanie
(rangowanie) moze by¢ wykonane na wiele sposobow, a to dowodzi, ze wspotczynniki
korelacji rang moga przyjmowac rézne wartosci.

Z analizy tej mozna wnioskowaé, ze dla zmiennych losowych kwantyfikowanych
zawsze powinien by¢ stosowany wspotczynnik korelacji zupeinej (Pearsona), ktory po-
siada $cisla interpretacj¢ analityczng i geometryczng. Wspolczynniki korelacji Pearso-
na definiujg elementy macierzy korelacyjnej dla zmiennej losowej wielowymiarowej,
ktéra jest podstawg do wszelkich analiz statystycznych tych zmiennych. Na podstawie
elementow macierzy korelacyjnej mozna obliczy¢ wspotczynnik korelacji wielorakiej,
wspotczynniki korelacji czastkowej oraz wspodlczynniki regresji i wagi beta.

Literatura

[1] Cegielski P.: Przykiad alternatywnej techniki analizy statystycznej rynku -czesé 2.
Warszawa, Rzeczoznawca Majatkowy, nr 2, 1999

[2] Czaja J.: Estymacja uogdlnionych modeli liniowych. Warszawa, PAN,
Geodezja i Kartografia, t. XLIII, z. 3, 1994



154 J. Czaja, E. Preweda

[3] Czaja J.iin.: Wycena nieruchomosci majgtkowych metodg cenowo-poréwnawczg.
Warszawa, Przeglad Geodezyjny, 12, 1996

[4] CzajaJ.: Zamiast techniki poréwnywania parami -technika interpolacyjna - wy-
ceny nieruchomosci. Katowice, Kwartalnik Nieruchomos¢, nr 3, 1996

[5] Czaja J.: Modele statystyczne w informacji o terenie. Krakoéw, Wydawnictwa
AGH 1997

[6] CzajaJ.:Interval Estimation of Generalized Linear Modeels. Warszawa, PAN,
Geodezja i Kartografia, t. XLVI,z. 1, 1997

[7] Czaja J.: Praktyczna weryfikacja réznych technik wyceny w podejsciu poréwnaw-
czym. Krakéw, Rzeczoznawca Matopolski, nr 2, 1997

[8] Czaja J.: Metody i systemy szacowania nieruchomosci. Krakow, podrecznik dla
rzeczoznawcoOw majatkowych, 1999

[9] Czaja J.: Podejscie porownawcze Wyceny nieruchomosci W aspekcie standardow.
Warszawa, Rzeczoznawca Majatkowy, nr 4, 1999

[10] Czaja J.: Metody i systemy okreslania wartosci nieruchomosci. Krakow,UWND
AGH 1999

[11] Czaja J., Preweda E.: Analiza statystyczna zmiennej losowej wielowymiarowej
w aspekcie korelacji ipredykcji. Krakéw, UWND, AGH, Geodezja, t. 6,2000

[12] Mazurkiewicz E.: Uwagi do procedur okreslania wartosci rynkowej nieruchomosci
przy zastosowaniu analizy statystycznej rynku. Warszawa, Rzeczoznawca
Majatkowy, nr 2, 1999

[13] Prystupa M.: Wycena nieruchomosci metodg cenowo-poréwnawczg. \Narszawa,
Biblioteczka rzeczoznawcy majatkowego 1997

[14] Prystupa M.: Jaki standard dla podejscia poréwnawczego? \Warszawa, Rzeczo-
znawca Majatkowy, nr 4, 1999

[15] Rao C.R.: Modele liniowe statystyki matematycznej. Warszawa, PWN 1982

Recenzent
prof. dr hab. inz. Stanistaw Lato$



	Analiza_ilosciowa_roznych_wspolczynnikow_korelacji_na_przykladzie_szesciowymiarowej_zmiennej_losowej-pierwsza_strona.pdf
	1. Charakterystyka analizowanej próby zmiennej losowej




