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ANALIZA STATYSTYCZNA ZMIENNEJ LOSOWEJ WIELOWYMIAROWEJ
W ASPEKCIE KORELACIJI | PREDYKCJI **

1.Zmienna losowa dwuwymiarowa

W badaniach statystycznych wielowymiarowej zmiennej losowej zaklada sie, ze
jedna zmienna losowa stanowi zmienng objasniang (zalezng), za$ pozostate zmienne
losowe majg charakter zmiennych objasniajacych (niezaleznych). Zalezno§¢ zmiennej
objasnianej wzgledem poszczeg6lnych zmiennych objasniajacych moze by¢ opisywana
za pomocg jednego modelu wielorakiej regresji lub za pomoca kilku niezaleznych modeli
dwuwymiarowej regresji.

W analizie statystycznej rynku zmienng zalezng jest cena, za$ cechy nieruchomo-
$ci reprezentujg zmienng niezalezng. Zwigzki migdzy ceng i tymi cechami nieruchomo-
$ci mozna opisywaé za pomoca jednego modelu wielowymiarowej zmiennej losowej lub
za pomocg Kilku niezaleznych modeli dwuwymiarowej zmiennej losowej.

W celu ustalenia modelu regresji dla dwoch zmiennych losowych, np.: X -zmienngj
niezaleznej reprezentujacej atrybut i Y -zmiennej zaleznej reprezentujacej ceng nieru-
chomosci, trzeba dla nich ustali¢ skale interwatowe. Graficzny obraz tych dwéch zmien-
nych w ortogonalnym uktadzie wspotrzednych nosi nazwe diagramu korelacyjnego. Na
podstawie tego obrazu mozna wstepnie wnioskowac, jaka jest wspotzalezno$é pomiedzy
obiema zmiennymi.

Parametrem okre$lajacym wzajemna zaleznos¢ zmiennych losowych w dwuwy-
miarowym rozktadzie jest mieszany moment centralny drugiego rzg¢du, czyli kowarian-
cjapomigdzy zmienng X i zmienng Y,ktora 0znacza si¢ przez cov[Y,X]. W zalezno$ci od
wymiaréw rozpatrywanych zmiennych losowych wielko$¢ cov[Y, X] moze przyjmowac
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rézne wartosci. W zwigzku z tym, wielkosé cov[Y, X} mozna standaryzowaé za pomocs
wartosci odchylen standardowych obu zmiennych losowych w rozkladach brzegowych,
czyli o[X]1iolY].

Standaryzowana covlY, X] stanowi miare wspélzaleznosci liniowej zmiennych loso-
wych X i Y w dwuwymiarowym rozkladzie i nosi nazwe wspélczynnika korelacji li-
niowej (Pearsona), czyli

cov[X,Y]

7T elX) ol Y] 1D

Jezeli wartosci zmiennych losowych zaobserwowane w prébie (x;, %), dlai=1,2,..,n,
beda posiadaly rownomierny rozklad prawdopodobienstwa

1
pi= ; (1.2)

to estymatorem (oszacowaniem z préby) wspdlczynnika korelacji liniowej bedzie war-
tos¢ wspdlczynnika 7 liczona wedlug nastgpujacego wzoru:

n — _ 1r -
2 =-x) v~y —3(xy)-x-y
A i=1 - ni=1
r=T ~ A o (1.3)
J 3(x-x)° J S -97? J— >(x)? -x2 -J— S -5
i=1 i=1 ni=1 n;-1
przy czym
_ 1 n _ 1 n
==Yz, y==23X (1.4)
n =1 ni=1

olxl = }ﬁ(x,-—f)z, 0[y]=J§‘,(y,--i)2 (1.5)
i=1 i=1

oznaczaja wartosé przecietng oraz odchylenia standardowe rozpatrywanych zmiennych,
okreslone na podstawie wynikow z préby.

Sile korelacji (wspolzaleznoéci) liniowej mozna okreslaé na trzech poziomach,
a mianowicie:

1) dla |#|<0,3 —korelacja staba,
2) dla 0,3 <|7|<0,6 —korelacja przecigtna,
3) dla |r|> 0,6 — korelacja silna.

Jezeli analizie statystycznej podlegajg zmienne losowe, ktérych opis jest utrudnio-
ny pod wzgledem iloSciowym, wtedy poréwnujac elementy badanych zmiennych mozna
uszeregowaé zaobserwowane warto$ci w ciagi niemalejgce. Ustawienie elementéw ba-
danej zmiennej w ciag niemalejgcy i przyporzadkowanie im numeracji nosi nazwe
nadawania rang. Numer miejsca, jakie element zajmuje w tym ciaggu, nazywamy rangg
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tego elementu. Dla préby losowej zawierajacej n elementéw rangami sg liczby natural-
ne 1, 2, ..., n. Rangi sg traktowane jako zaobserwowane wartosci zmiennej losowej sko-
kowej o r6wnomiernym rozkladzie prawdopodobienstwa.

Jezeli powyzsze rozwazania bedg prowadzone w odniesieniu do dwoéch cech (X, Y)
i kolejnym obserwacjom kazdej z cech z osobna nadano odpowiednie rangi, wtedy moz-
na wyznaczy¢ wspolczynnik korelacji rang (kolejnosci) tych cech.

Niech elementy (x;, y;) zaobserwowanej proby losowej bedg uporzadkowane wedtug
niemalejgcych wartosci x;, czyli

*

ay: X2, X%3)» e Xn)
* * L]
N Y2 Y3 Yn

], gdZiEZ x(]_) < X(2) < x(3) <..= x(,,) (16)

Dla zmiennej x; rangami sg liczby naturalne 1, 2, ..., n, za$ dla zmiennej y; rangami
s3 elementy y; & s;.
Po zastgpieniu par elementéw (x;,y;) odpowiadajacymi im rangami zbiér (1.6)
' zastepujemy zbiorem nastepujacej postaci

1, 2, 3, .., n
[ J 1.7)
S1 S9 S3 Sp

Z poréwnania (1.6) i (1.7) wida¢, ze zbiér wynikéw obserwagji (x;, y;) zostal zastg-
piony nowym zbiorem (i, s;), ktorego elementy zawierajg tylko numery kolejnosci upo-
rzagdkowania wartosci (x;, ,).

Wspélezynnik korelacji rang (kolejnosci uporzadkowania) rozpatrywanych cech
mozna zdefiniowaé na podstawie wzoru (1.3). Do realizacji wzoru (1.3) nalezy najpierw
wyznaczy¢ wartosci przecigtne rang cechy X i cechy Y. Poniewaz w jednym i drugim
przypadku mamy do czynienia ze zmienng losowa, ktéra z prawdopodobienstwem réw-
nym 1/n przyjmuje wartosci naturalne 1, 2, 3, ..., n, zatem wartosci przecietne rang
cechy X i cechy Y bedg identyczne i rowne $redniej arytmetycznej rang. Wykorzystujge
wzér na sume kolejnych liczb naturalnych mozna zapisaé wartosci przecietne rang, kté-
re wyrazaja sie nastepujgcg zaleznoscig

E=y=1+2+3+...+n=%n(n+l) (1.8)

Po uwzglednieniu wartosci rang wedlug oznaczen (1.7) i wartosci (1.8) wzér (1.3)
przyjmuje nastgpujacg postac

3 [i——;—(n+1)}-|:si—%(n+1):|

=1 (1.9)

_ in [i—%(n+1)Jz-J§1 [s,- -% (n+1)]2

oy 1
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Sumy kwadratéw wyrazen wystepujacych w mianowniku sg identyczne, gdyz réznia sie
tylko kolejnoécig skladnikéw (liczb naturalnych), stad ich wartoéé zostanie wyznaczona
na podstawie wzoru na sume¢ kwadratéw kolejnych liczb naturalnych, czyli

12422432+, +n? =%n-(n+1)(2n+1) (1.10)

Zatem

2
(n+h@n+l) (+D”_r 2 5y g1

n+1)% =
( ) 6 4 12
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[i—%(n+l):| =%
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z[a—lm+1ﬂ ~—E& _lipyp2-(¥D@nt]) (nt1)

n_ 2
=—(n“-1) (1.12)
i=1 n= 4 6 4 12( )

W celu uproszczenia wyrazenia wystepujgcego w liczniku wzoru (1.9) wykonamy naste-
pujace przeksztalcenie

$(i-5)%= E{I:i-—%(n+1):||:s,-—%(n+1):|} - E[i—-;—(n+l):| +

i=1 i=1 1=1
+ é';l[s,- —%(n+ 1)]2+2§;1 [i—%(n + 1):||:s,- —%(n+l):|= (113)
= —(n -1) +2E)1[z -——(n+1):|[s, ——(n+1)]
Z tego przeksztalcenia wynika, ze
ig‘,l[i—%(m 1)][3,— —%(n + 1)] - 1_12(n3 —n)- ’E G- _s? w14

Po uwzglednieniu (1.11), (1.12) i (1.14) wzdr (1.9) na wspélczynnik korelacji rang przyj-
muje postaé

Lo —m——zo st 6%(G-s)?

- =1-—L (1.15)
_1_2(n ___n) n - -n
Wielkosé 7, okreslona wzorem
n
63 -5’
;, =1- ol (1.16)
n®-n

nosi nazwe wspélczynnika korelacji rang (kolejnosci) Spearmana — stad wskaznik s.
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Oprocz wspélezynnika korelacji rang Spearmana mozna réwniez, na bazie zbioru
rang (1.7), konstruowa¢ wspélczynnik korelacji rang Kendalla. W tym celu, dla kazde;j
z rang cechy Y (3] © s;) formulujemy pary z wszystkimi wystepujacymi po niej ranga-
mi. Jezeli w tak utworzonych parach nastepnik jest wigkszy niz poprzednik, to dla ta-
kich par przyporzagdkowujemy note (+1), natomiast gdy nastepnik jest mniejszy niz po-
przednik, to dla takich par przyporzgdkowujemy note (-1).

Wspolezynnik korelacji rang Kendalla (#,) oblicza si¢ wedlug wzoru

Suma przyporzqdkowanych not _ 2U

= 1.17
Liczba wszystkich par n(n-1) ( )

R =

przy czym U oznacza sume¢ uzyskanych not (+1) i (-1) dla wszystkich utworzonych par
z rang (s;).

Na podstawie wykonanej analizy formul okreslajacych wspélezynnik korelacji rang
Spearmana i wspélczynnik korelacji rang Kendalla mozna wyrazi¢ opinie, ze wspol-
czynniki korelacji rang powinny by¢ stosowane do opisywania wspélzaleznosci takich
cech, dla ktérych sg ograniczone mozliwosci ich kwantyfikowania. Opisywanie zmien-
nych za pomocg rang ma charakter uszeregowania tych zmiennych bez uwzgledniania
réznic wystepujacych pomiedzy wartosciami sgsiednich zmiennych. W przypadku gdy
w rozpatrywanej probie wartosci cech powtarzajg si¢, wtedy ich uszeregowanie (rango-
wanie) moze byé wykonane na wiele sposobow, a to dowodzi, ze wartosci wspotczynni-
kow korelacji rang mogg przyjmowac rézne wartosci.

W statystycznych analizach ilo§ciowych powinno si¢ uzywaé wspoélczynnika korela-
cji Pearsona, ktory posiada geometryczng interpretacje oraz jest odniesiony do parame-
tréw rozkladu normalnego.

Jezeli zalozymy, ze badane zmienne (cechy) maja dwuwymiarowy rozklad normal-
ny, to przedzial ufnosci dla oszacowanego wspélczynnika korelacji Pearsona mozna wy-
znaczy¢ na podstawie statystyki Fishera nastepujgcej postaci

1
Z==In— 1.18
2 (1.18)

ktéra ma w przyblizeniu rozklad normalny o wartoéci przecigetnej

1, 1+r r
—+

E[Z]1==1
(2] R 51 (1.19)
oraz wariancji
9 1
Z)lz—
o°[Z] " (1.20)

w
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Dla n 2> 10, w praktycznych rozwazaniach, drugi skladnik wartosci oczekiwanej mozna
pominaé, stad po dokonaniu standaryzacji rozwazanej statystyki otrzymamy nowg sta-
tystyke postaci

U=[z—%mi+’) — (1.21)

-r

ktéra ma rozklad N(Q, 1).
Przedzial ufnosci dla wartosci przecigtnej

1+r
1-r

E[Z]==n

(1.22)

N =

oraz dla poziomu istotnosci (1 — o) okresla sie¢ wedlug nieréwnoscei

o1 .u(l-%]<lm1+’ s+ 2L ~u[1—%j (1.23)

1-3 2 1-r Vv1-3

1+r

gdzie 2 =—;— ln 1 jest wyliczane z préby.

-r
Jezeli nieréwno$¢ (1.23) zapiszemy przy nastgpujacych oznaczeniach
~ 1 14r
Z1<=ln— <2z 2
1<y lni— <2 (1.24)
to realizacje przedzialu ufnosci dla r, w postaci ry < r < ry, wyznacza si¢ wedlug naste-
pujacych zaleznosci

Nl SR ke (1.25)
e 41 &2 41 )
lub z odpowiednich tablic.
Na podstawie analizy wariancji mozna rozszerzy¢ interpretacje wspélczynnika ko-
relacji Pearsona na zakres wyjasniania zmiennej zaleznej przez zmienng niezalezng.
Ustalenie modelu regresji polega na wybraniu takiej funkcji

y=g(x) (1.26)

ktora bedzie reprezentowala (zastepowala) zbiér wartosci obu zmiennych. Estymacja
parametréw tej funkcji bedzie wykonywana metoda najmniejszych kwadratéw (MNK),
czyli wedlug zasady

¥ (%) =3 [y; ~ g(x)}’ =min (1.27)
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Dla funkcji postaci liniowej

y=A+Bx (1.28)

warunek (1.27) prowadzi do modelu regresji liniowej, ktéry mozna wyrazi¢ nastepujacg
zaleznoécig

y-y_ _x-x
= 1.29
o(y) " o(x) (1.29)

przy czym wielkosci wystepujace w tej zaleznosci stanowig wartosci przecietne i od-
chylenia zmiennych losowych okreslonych na podstawie wynikéw z préby. Wielko-
Sci te sg zdefiniowane wzorami od (1.3) do (1.5), a to oznacza, Ze w tym wzorze moze wy-
stepowaé tylko wspéleczynnik korelacji liniowej (Pearsona) zmiennej X wzgledem
zmiennej Y.

Na podstawie modelu regresji (1.29), przy ustalonej wartosci jednej zmiennej, moz-
na prognozowa¢ (wyliczaé) wartosé¢ drugiej zmiennej. W przypadku prognozy wartosci
nieruchomosci ustalana bedzie wartos¢ atrybutu (x, = a,), zas wyliczana bedzie progno-
zowana cena jednostkowa nieruchomosci, czyli (y, = c,), przy czym y,; = g(x;).

Stosujac analize wariancji mozna wykazaé, ze wspélczynnik r ma Scisly zwigzek
z zakresem wyjasniania zmiennej zaleznej przez zmienng niezalezng. Aby to uzasadnic,
rozpatrzmy zmienna losowg dwuwymiarowa reprezentowang przez préobe zawierajaca 5
par wartosci (x;, y,), dla ktérej diagram korelacyjny i linie regresji wraz z jej parametra-
mi przedstawiono na rysunku 1.

v=ch

70
o -
60 :_‘Ty -
50 ; - 9'-’51‘\:\i_-_.’_-ypi
40 '_:';.:.. .......... - y ................ Z =;4_0_
30 =
f
20
10
0 : : —
1 2 x 3 4 5 X=a

x[1 123451 x=26606)% o(x)=1.491; A=14,00; r=0.9515
y120!30[30]40({60| 60| y=40,00; ofy)=15275; B=9,75;

Rys. 1. Wartosci zmiennej losowej w prébie, diagram korelacyjny, linia regresji
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Miara calkowitego rozproszenia wartosci zmiennej losowej (y;) wzgledem jej warto-
§ci przecietnej (y) jest suma kwadratow ich réznic, zwana catkowitg sumg kwadra-
tow (CSK), czyli

n
CSK = ¥.(y; - )? (1.30)
i=1
Jezeli zaobserwowane wartosci zmiennej losowej beda aproksymowane linig regresji, to
réznice (y; — y) mozna zastapi¢ dwoma skladnikami (por. rys. 1)

Yi-y=0i-yp) +Opi—¥) (1.31)

Pierwszy skladnik dotyczy czesci wyjasnianej zmiennosci (y;) przez lini¢ regresji, zas
drugi skladnik dotyczy czesci niewyjasnianej tej zmiennej.

W aspekcie formuly (1.30) wynika, ze suma kwadratéw roznic (y; — ¥) stanowi wy-
jasniong czes¢ z caltej sumy kwadratow, czyli

WSK = f‘,l[(yi —g(x)P = _i'):l(y,- ~ yp1)? (1.32)

Niewyjasniona czes¢ sumy kwadratéw zmiennej (y;) stanowi dopeilnienie do WSK
wzgledem calkowitej sumy kwadratéw, czyli

NSK=CSK-WSK (1.33)

Celem przedstawianej analizy wariancji jest wykazanie, ze stosunek wyjasnianej sumy
kwadratéw do catkowitej sumy kwadratéw jest rowny kwadratowi wspdlczynnika kore-
lacji liniowej (Pearsona) okreslonego z proby, czyli

WSK (95 —-3? .o
= = 1.
CSK ™y, - 57)2 F (1.34)

Na podstawie linii regresji postaci (1.29) dla wartosci x; mozna obliczyé prognozowang
wartoé¢ zmiennej (y,; — ¥)

..."=".G[_y]_ ,—x 1
Opi ) ro[x] (x; - %) (1.35)

Po uwzglednieniu (1.35) i definicji na odchylenie standardowe zaleznos¢ (1.34)
mozna zapisa¢ w nastepujgcej postaci

5[ olyl N
WSK=i§1|:rﬁ(xi—x):| r ——Gz[x].n.o [x]

~2
= =r c.b.dw. (1.36)
CSK n-o2y] n-c2[y]
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Zaleznoéé (1.36) dowodzi, ze 72 okresla miare dopasowania linii prostej regresji
postaci (1.29) do zbioru punktéw reprezentujgcych dwuwymiarowsg zmienng losowg
(np. atrybutu i ceny poszczegdélnych nieruchomosci). Wielko&é 72 moze stanowié¢ miare
wyjadniania zmiennej y przez model liniowej regresji zmiennej x, stad jej wartosé moz-
na przyjmowa¢ za wage dokladnosci prognozy Ypi opartej na formule (1.29).

2. Zmienna losowa wielowymiarowa

Dla wielu zmiennych niezaleznych X, X, ..., X}, model liniowy regresji wielorakiej
definiuje si¢ za pomoca hiperplaszczyzny w przestrzeni (k+1) wymiarowej, czyli

Y =ag + 1 Xy +apXg +...+ 3 X = G(X) 2.1

przy czym Y stanowi zmienng losows zalezng (prognozowang), wielkosci X, X, ..., X},
stanowig zmienne losowe niezalezne (objasniajace), za$ ay, @y, ..., @; nazywamy wspél-
czynnikami regresji zmiennej Y, wzgledem zmiennych X;. W przypadku rozpatrywania
tylko dwéch zmiennych niezaleznych (X;, X;) réwnanie to bedzie przedstawiato plasz-
czyzne regresji.

Wszystkie wspdlezynniki regresji i korelacji moga by¢ zdefiniowane na podstawie
macierzy korelacyjnej {K}, ktorej elementy stanowia wspolezynniki korelacji zupenej
(Pearsona) r;j pomiedzy poszczeg6lnymi zmiennymi Y, X;, Xj, przy czym wskaznik ,0”
bedzie odpowiadal zmiennej zaleznej Y. Uwzgledniajac powyzsze oznaczenia, macierz
korelacyjna przyjmuje nastepujacg postaé

1 m re - T
ne 1 ng o

W=7 T 22
o T T2 1

Wartosci wspélezynnikéw korelacji zupeej r;; dla poszczegélnych par zmiennych
niezaleznych (np. atrybutéow), okreslaja natgzenie wspdlzaleznosci poszczegélnych
zmiennych (atrybutéw). Pary atrybutéw, ktére wykazujg wspélezynnik korelacji wysoki
q rijl > 0,6) majg podobny wplyw na ksztaltowanie sie cen nieruchomosci, a tym samym
oba atrybuty wyjasniaja analogiczng cze$¢ zmiennosci zmiennej Y (cen). W takich pa-
rach powinno si¢ zrezygnowac¢ w modelu regresji (2.1) z jednego atrybutu. Eliminacja
zmiennych (atrybutéw), ktore w parach wykazujg wysoki wspélczynnik korelacji, ma
na celu poprawienie wiarygodnosci modelu regresji, a takze zapewnienia stabilnosci es-
tymacji wspélczynnikéw tego modelu.

Na podstawie macierzy korelacyjnej (2.2) mozna zdefiniowaé wspélezynniki
korelacji czastkowej (czesciowej), czyli wspélzalezno§é dwdich ustalonych zmien-
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nych X;, X;, ale przy uwzglednieniu wplywu pozostalych zmiennych losowych. Wspél-
czynniki korelacji czgstkowej najwygodniej okreslaé za pomocy algebraicznych dopel-
nien elementéw macierzy (K], czyli

-Ad[K;]

- 2.3
* 7 JAdIK;) AdTK ;) @2

nj-1,2

gdzie:
Ad[K;;) — oznacza algebraiczne dopelnienie elementu %;; macierzy {K],
Ad[K;;] — oznacza algebraiczne dopelnienie elementu %; macierzy (K],
Ad[Ky] - oznacza algebraiczne dopeinienie elementu %; macierzy (K).

Rzedem wspélczynnika korelacji czastkowej nazywamy liczbe wskaznikow wyste-
pujacych po kropce w oznaczeniury;.; g postaci(2.3). Dla zmienne;j losowej okreslo-
nej w przestrzeni (k+1) najwyzszy rzad korelacji czgstkowej wynosi (k+1) — 2, czyli dla
dwuwymiarowej zmiennej losowej rzad korelacji czastkowej jest rowny zeru, stad ich
nazwa korelacji zupelnej (calkowitej).

Jezeli rozpatrzymy trzy zmienne losowe (X;, X;, X)), to badanie sily zwigzku mig-
dzy zmiennymi (X, X;) przy uwzglednieniu wplywu trzeciej zmiennej (korygujgcej) (X,,)
odbywa sie¢ przy rozwazaniu wspolezynnika korelacji czastkowej, czyli

() ()
k= 2.4)
-t ‘[1 -r§

Wspélezynnik korelacji czgstkowej stanowi miare wspoélzaleznosci odchylek: loso-
wych jakie otrzymuje si¢ z predykcji zmiennych X;, X} na podstawie wartosci zmien-
nych X}, czyli odchylek liczonych na podstawie réwnania postaci (1.29)

a O; a
8is = Xis — X; — 1, =+ (Xps — Xp,) (2.5)
Ok
ez O .
5js—xjs—xj-rjko—k(xks-xk) (2.6)

Wykorzystujgc formule (1.29) mozna zapisa¢ wzor na wspélczynnik korelacji czgst-
kowej za pomocg odchylek (2.5) i (2.6)

1 n [P
= 3 (Bip-8,0)-5;3;

F[8;,8;1= S 2.7
129 = 12 0 =0
= 2 _32 . |= 2 _§2
n SZ:PHJ ' n 3_-:18"8 6"

Poréwnujac wartosci wspélezynnikow korelacji zupelnej z odpowiadajagcymi wsp6l-
czynnikami korelacji czgstkowej mozna wnioskowaé, Ze zmienne wystepujace po kropce
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w korelacji czgstkowej majg istotny wplyw na wspoélzaleznoéé dwoch rozpatrywanych
zmiennych w korelacji zupelnej.

Stopienh dopasowania hiperplaszczyzny, wyrazonej formula (2.1) do zbioru punktow
reprezentujgcych ceny i atrybuty poszczegélnych nieruchomosci bedzie okreslony przez
wspélczynnik liniowej korelacji wielorakiej R.

Kwadrat wspélczynnika liniowej korelacji wielorakiej mozna réwniez obliczyé
w oparciu o macierz korelacyjng (1.2)

2 det{K
R®=1- det{Ko}} (2.8)
gdzie:

det{K] — oznacza wyznacznik macierzy {K],

det{K;} — oznacza wyznacznik podmacierzy {K,), ktora powstaje ze skreslenia
pierwszego wiersza i pierwszej kolumny macierzy {K], czyli elementow
macierzy dotyczgcych wspoélczynnikéw korelacji dla zmiennych nieza-
leznych.

Réwnanie hiperplaszczyzny regresji, okreslane na podstawie wynikow proby loso-
wej, mozna réwniez zapisa¢ w nastgpujacej postaci

y-y=ay(x1— 1) +ay(ey ~ Xp) ++- + ap(xp ~ T) 2.9)

gdzie:
¥, X1, Xg,...,X; — wartosci przecietne zmiennej zaleznej i zmiennych niezaleznych
liczone z préby,
a; — wspolezynniki regresji zmiennej Y wzgledem zmiennej X;.

Wspélczynniki regresji w modelu (2.9) mozna wyznaczy¢ na podstawie elementow
macierzy korelacyjnej (2.1), czyli

Ad[Ky;] ofx] ‘
e St [ 7 ed S 7 § 2.
Ad(Koo] o0y (2.10)

gdzie:
Ad[K;], Ad[K;)] — algebraiczne dopelnienia odpowiednich elementéw macierzy (K1,
oly], olx;] — odchylenia standardowe dla zmiennej zaleznej i zmiennych nie-
zaleznych liczone z proby.

dJezeli wspélczynniki regresji poddamy standaryzacji, czyli podzielimy przez odchy-
lenie standardowe zmiennej zaleznej i pomnozymy przez odchylenie standardowe
zmiennej niezaleznej, to parametry te stanowig nowe wielkosci, ktore czesto wystepujg
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pod nazwg wag beta (B). Standaryzowane wspdlczynniki regresji (wagi pB) oblicza sie
wedlug nastepujgcego wzoru

_ Ad[Ky;]

P = Ad1Koo]

(2.10a)

Dla trzech zmiennych o wskaznikach i, j, 2 wage beta mozna wyrazi¢ za pomoca

wspélczynnikéw korelacji zupelnej (Pearsona) wedtug nastgpujgcego wzoru
r.. —_— r. r.
Bya=—L—2r (2.11)
1- ik

Wspétczynnik B;;, oznacza, Ze prognozujemy zmienng i na podstawie zmiennych j, &,
oraz ze jest to wspoélczynnik stojacy przy j zmiennej.

Wartosé wspotczynnika korelacji wielorakiej R mozna réwniez okresli¢ na podsta-
wie analizy wariancji, przy funkgcji regres;ji (2.1)

Sly-Ga)? 38

R?=1-#1 =1- &l (2.12)
n .2 nog
2lyi-¥) Y A
i=1 i=1
gdzie:
n
>ly; —G(:t:‘-)]2 — suma kwadratéw odchylek pomiedzy wartosciami zmiennej za-
=1 leznej z proby a jej wartosciami modelowymi — czyli suma ta

opisuje czeS¢ zmiennosci y;, ktéra nie zostala wyjasniona mode-
n lem regresji postaci (2.1),
Sly; -2 ~ wyraza catkowite rozproszenie zmiennej y; od jej wartosci prze-
=1 cietnej y.

Jezeli funkcja zmiennych losowych X;, X, ..., X, ma posta¢ liniowg
F(X1, Xo, 0 Xy )=y X1 + 5o Xo +..+ 8, X, (2.13)

w ktérej zmienne sg wzgledem siebie zalezne, czyli istnieje macierz korelacyjna {K}, to
wariancja tej funkcji wyraza sie nastepujaca zaleznoscig

51T (olX;0 0 0 o0 o[X;] 0 0 0 ) (b
b 0 o[X] 0 0 0 o[X,] 0 0 | |
T N ¥ Y D = i S A T

b, 0 0 0 o[X,] 0 0 0 ofX,] |b,
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Kazdg funkcje wielkosci losowych X, X, ..., X, postaci nieliniowej
G=g(X1, X2, ...,Xn) (2.15)

mozna sprowadzi¢ do postaci liniowej za pomocg rozwinigcia w szereg Taylora. -
Uwzgledniajac pierwsze pochodne tego rozwiniecia otrzymuje si¢ nastepujacg zaleznosé

og g dg
G=Gy+dG=Gy+——=dXj +——dXp +..+ dX, 2.1
0 0o, P ax, Mt ax, - @19
gdzie: '
G, — stala wartoé¢ funkcji G, okreslona za pomocg przyblizonych wartosci
zmiennych losowych X, Xp, ..., X,,0;
KA — pochodna czgstkowa funkcji G wzgledem zmiennej losowej X;, ktérej
i warto$é jest liczona dla przyblizonych wartosci zmiennych losowych
X100 X209 -+ Xnos

dX; — przyrost zmiennej X;.

Jezeli zmienne losowe definiujace funkcje (2.13) beda wzgledem siebie zaleine,
czyli bedg posiadaly macierz korelacyjng {K), to wariancje tej funkcji mozna wyrazié
iloczynem macierzowym nastepujgcej postaci

T

K ' 9%

a{,’(l o[X;] 0 0. O o[X;] 0 0-- 0 35,(1

98 0 o[X3]0-- O 0 o[X3]0- O g
o’lGl={axzy -4 . Ko} O Mt ean

% 0 0 0-0o[X,] 0 0 0--o[X, |-%

oX, X, |

Wzér (2.17) ujmuje zasade sumowania (narastania) wariancji dla nieliniowych
funkcji zmiennych losowych zaleznych. Jezeli macierz (K} bedzie macierzg jednostko-
wa to oznacza, Ze rozpatrywane zmienne losowe sg wzgledem siebie niezalezne.

W zaleznosci (2.17) iloczyn trzech macierzy Srodkowych okresla macierz wspol-
czynnikéw kowariancji zmiennych losowych (X3, X, ..., X)), czyli

o[X;] 0 0. O o[X;] 0 0 O

0 o[Xz]0- 0 0 o[Xp]0. O
cov {X), Xg,... Xp}={ .2 . . {Ko}q . o : (2.18)

0 0 0--0[X,] 0 0 0-0[X,]
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Zatem wzor (2.17) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

{9_3 % |
a.X]_ aXl
98 9%
o®[G)={aXy | -coviXy, Xy, ... Xp}-{3Xp (2.19)
og dg
X, | ax,

Zaleznos¢ (2.19) stanowi uogdlniong formule okreslania wariancji dla zmiennych
losowych zaleznych.

Wspélezynniki liniowego modelu wielorakiej regresji (2.1) mozna réwniez wyzna-
czy¢ na podstawie rozwigzania ukladu rownan nastepujacej postaci macierzowe;j
{x}fa}={r} (2.20)
gdzie:
1 x5 %91 xm
35

(2.21)
1 x, xon - %tn

oznacza macierz zawierajacg jedynki i zmienne niezalezne (atrybuty),
ag
a1

{a}=1 (2.22)

ap

oznacza wektor (macierz jednokolumnows) wspdlczynnikow regresji wielorakiej,

N

Y2
fr}=1". (2.23)

Yn

oznacza wektor (macierz jednokolumnows) zmiennej zaleznej (cen nieruchomosci).



Analiza statystyczna zmiennej losowej wielowymiarowej... 143

Rozwigzanie ukladu réwnan (2.20) wedlug metody najmniejszej sumy kwadratow
prowadzi do nastepujacych zaleznosci

= xy )™ x)7 {v) (2.24)

Wariancje resztowg okresla si¢ wedltug wzoru

32 {Y}T{Y}; {iif_- EX ¥} (2.25)

gdzie n oznacza liczbe porownywanych nieruchomosci, zas k oznacza liczbe rozpatrywa-
nych zmiennych niezaleznych (atrybutéw).

Prognoze (predykcje) jednostkowej ceny rynkowej (¥ =) wycenianej nieruchomo-
Sci wyznacza sie wedlug nastgpujacego iloczynu macierzowego

w={% 25 .. )7 -{a} (2.26)

przy czym X; oznacza wartosé i-tego atrybutu wycenianej nieruchomosci.

Aby taka prognoza byla wiarygodna i mozliwa do wykorzystania w szacowaniu
nieruchomosci, nalezy przestrzegaé nastepujacej zasady: wartosci atrybutéw (%;) wyce-
nianej nieruchomosci musza zawiera¢ si¢ w przedzialach zmiennosci odpowiadajacych
atrybutow nieruchomosci wybranych do poréwnania. W kazdym innym przypadku pro-
gnozowana wartos§¢ nieruchomosci bedzie miala mala wiarygodnosé, gdyz bedzie ona
okreslana na podstawie ekstrapolacji modelu regresji.

Ocene dokladnosci prognozy wartosci rynkowej okresla si¢ na podstawie wektora
atrybutéw wystepujacych w zaleznoéci (2.26), macierzy kowariancji ({X}7(X))-1 wyste-
pujgcej w zaleznosci (2.24) oraz wariancji resztowe] 6% okreslonej wzorem (2.26)

~ T A . 1T A

x1 x1 x1 x1

e .o |%2 1|3 |%2 NE
Pran=a3{ " ()= covlal (227

Xp Tp) % g

Formula (2.27) odpowiada formule (2.17), ktéra jest zapisana za pomocg macierzy
korelacyjnej.
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3. Uwagi koncowe

W ostatnim okresie ukazuje si¢ wiele publikacji dotyczacych analizy statystycznej
rynku nieruchomosci majacych na celu wnioskowanie, ktére atrybuty (cechy) nierucho-
mosci wyjasniajg istotng czesé zmiennosci cen rynkowych tych nieruchomosei.

Przedstawiona analiza rézinych wspélezynnikéw korelacji ma na celu wskazanie,
w jakich obszarach badan mozna stosowaé odpowiedni rodzaj wspdlczynnika korelacji
oraz jaka jest ich interpretacja analityczna i geometryczna. Z analizy tej mozna wnio-
skowagé, ze dla zmiennych losowych kwantyfikowanych powinien byé zawsze stosowany
wspéleczynnik korelacji Pearsona, gdyz jego warto$¢ jest zwigzana z parametrami roz-
kladu zmiennej losowej oraz posiada $cisla interpretacje geometryczng. Wartosé tego
wspélczynnika ustala poziom istotnosci dla wielkosci prognozowanych z modelu linio-
wej regresji. Wspélczynniki korelacji Pearsona definiujg réwniez elementy macierzy
korelacyjnej dla zmiennej losowej wielowymiarowej, ktéra jest podstawa do wszelkich
analiz statystycznych tych zmiennych. Na podstawie elementéw macierzy korelacyj-
nej mozna obliczy¢ wspétezynnik korelacji wielorakiej, wspoélczynniki korelacji czastko-
wej oraz wspdlezynniki regresji. Macierz korelacyjna moze byé réwniez wykorzysta-
na do analizy dokladnosci nowych statystyk (parametréw) opartych na rozpatrywanych
zmiennych losowych, a to prowadzi do okreslenia macierzy kowariancji dla tych para-
metrow,

W nastepnej publikacji z tego zakresu zostanie przedstawiona, na przykladzie licz-
bowym, analiza iloéciowa rozwazanych wspoétczynnikéw korelacji oraz praktyczne wnio-
ski, ktore bedzie mozna wykorzystaé do analizy rynku nieruchomosci.
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