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1. Studium pgjeé

W ostatnim okresie $rodowisko rzeczoznawcéw majgtkowych czesto podejmu-
je dyskusje, dotyczace modelowania wielkosci losowych w aspekcie wyceny nieru-
chomosci. Wielu autorow w swoich publikacjach rozwaza, jaki charakter majg infor-
macje rynkowe oraz mozliwos$ci zastosowania do tych informacji modelowania staty-
stycznego.

Na poczatku tych rozwazan trzeba da¢ odpowiedz na pytanie, czy informacje do-
tyczace rynku nieruchomosci, ujmujace ceny i atrybuty, maja charakter losowy. Od-
powiedz na to pytanie jest jednoznaczna: kazda informacja dotyczaca zjawiska spo-
tecznego (formutowanego przez cztowieka) ma charakter losowy, zatem kazdy zbior
informacji (proba losowa) o cenach i atrybutach nieruchomosci, bez wzgledu na jego
liczebnos$¢, ma cechy zmiennej losowej wielowymiarowej. Jezeli bedziemy rozpatrywaé
zawezony rynek lokalny, na ktérym wszystkie nieruchomosci z obrotu rynkowego posia-
dajg identyczne atrybuty, to wtedy rowniez mamy do czynienia ze zmienng losowa, ale
jednowymiarows.

Zasadnicza cecha zmiennej losowej opisujacej rynek nieruchomosci jest jej roz-
klad prawdopodobienstwa, czyli czgstosci pojawiania sie ustalonych cen i wartosci
atrybutow nieruchomogci natym rynku. Na ogot informacje o poszczegdlnych nierucho-
mosciach (analizowanych pojedynczo) maja identyczne prawdopodobienstwo, czyli roz
klad prawdopodobienstwa réwnomierny. Oznacza to, ze dla zbioru zawierajacego
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n nieruchomosci prawdopodobienstwo pojawienia sie kazdej nieruchomosci w tym zbio-
rze (na rynku) jest jednakowe i wynosi

p=—.
n

Rzeczoznawca, dokonujac analizy rynku w aspekcie zmiennej losowej jednowy-
miarowej, moze grupowaé rozpatrywane nieruchomosci wedlug ustalonych przez sie-
bie kryteriéw, na przyklad wedlug przedzialow cenowych. W zaleznosci od wyboru
szerokosci przedzialdéw cenowych w podgrupach rzeczoznawca moze uzyskaé¢ rézne
czestosci (prawdopodobienistwa) pojawienia sie nieruchomosci w tych przedzialach.
Zestawienie tabelaryczne przedzialéw cenowych i czestosci wystgpowania cen w tych
przedzialach (ilorazéw liczby nieruchomosci wchodzacych do przedzialéw i ogélnej licz-
by nieruchomoéci analizowanego zbioru) nosi nazwe funkcji rozkladu prawdopodo-
bienstwa cen na analizowanym rynku. Graficznym obrazem tej funkgcji jest histo-
gram rozkladu prawdopodobienstwa (czestosci) cen nieruchomosci na analizo-
wanym rynku. Ksztalt takiego histogramu w duzym zakresie zalezy od doboru przez
rzeczoznawce przedzialéw cenowych dla rozwazanych nieruchomosci. Kazda analiza
rynku nieruchomosci powinna by¢ odniesiona do funkcji rozkladu prawdopodobienstwa
cen i jej histogramu.

Wyrazenie ,rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej” moze byé roz-
patrywane w roznych znaczeniach (pojeciach), ktére maja rézne implikacje. Rze-
czoznawca W procesie szacowania nieruchomosci powinien wyraZnie okreslié, w jakim
znaczeniu rozpatruje rozklad prawdopodobienstwa cen rynkowych.

W dalszych rozwazaniach oméwione beda, w formie syntetycznej, trzy rézne zna-
czenia dotyczgce rozkladu prawdopodobienistwa cen nieruchomosci jako zmien-
nej jednowymiarowej:

1) rozklad prawdopodobienstwa wyrdoznionej cechy nieruchomosci,

2) rozklad prawdopodobienistwa wynikéw proby,

3) rozklad prawdopodobienstwa statystyki zdefiniowanej na prébie.

Ad 1) Rozklad prawdopodobienstwa wyrdéznionej cechy reprezentujjcej
zmienng losowsg (np. cen ustalonego typu nieruchomosci) w calej populacji (dla
calego miasta) — w tym znaczeniu rozklad populacji jest definiowany a priori za
pomoca jego parametrow w formie hipotezy statystycznej. Na przyklad mozna
zalozyé, ze rozklad cen nieruchomosci na analizowanym rynku ma parametry rozkladu
normalnego czyli N(y, o). Tak sformulowane zalozenie nosi nazwe statystycznej hipote-
zy parametrycznej. Rowniez mozna zakladac¢, ze rozklad cen nieruchomosci na analizo-
wanym rynku ma cechy (postaé) rozkladu chi-kwadrat. W takim przypadku sformulo-
wane zalozenie nosi nazwe statystycznej hipotezy nieparametrycznej. W obu przypad-
kach nalezy zweryfikowa¢ postawione hipotezy statystyczne za pomocg odpowiednich
testéw parametrycznych lub za pomocg testéw zgodnosci (nieparametrycznych).
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W aspekcie wyceny nieruchomosci nie jest konieczna znajomo$¢ rozkladu prawdo-
podobienstwa cen w calej populacji, a to oznacza, ze rzeczoznawca nie musi stawiaé
hipotez statystycznych i nie musi dokonywaé ich weryfikacji.

Ad 2) Rozklad prawdopodobienstwa wynikéw w ramach dokonanej préby
(wyboru nieruchomosci) — w tym znaczeniu rozklad wynikéw ma charakter empi-
ryczny (do$wiadczalny), a kazda nowa proba niesie nowe informacje dotyczace rozkla-
du prawdopodobienstwa. Najczesciej rzeczoznawca zainteresowany jest tym, w jakim
stopniu analizowany rozklad wynikéw otrzymany w prébie moze by¢ zblizony do rozkla-
du normalnego. Ogoélnie mozna stwierdzié, ze rozklad normalny jest dobrym modelem
dla rozkladu zmiennej losowej majacej nastepujgce cechy:

— wystepuje silna tendencja do przyjmowania wartosci polozonych blisko srodka

rozkladu (wartosci przecietnej);

— dodatnie i ujemne odchylenia od wartosci srodkowej sa prawdopodobnie rowne;

— liczebno$é odchylenn gwaltownie spada w miare oddalania si¢ w obie strony

od wartosci srodkowe;.

Proste statystyki (parametry) opisowe, zdefiniowane za pomocg momentéw absolut-
nych 2r — rzedu (ip,) i odchylenia standardowego (o) wyliczonych z wynikéw préby, po-
zwalajg analitycznie dowiezé czy wyniki otrzymane w prébie majg niektore cechy rozkla-
du normalnego. Na przyklad, jesli parametr asymetrii

Y1 =p302=0

jest bliski wartosci zero, to rozklad wynikow préby jest rozkladem symetrycznym, czyli
zgodnym w tym zakresie z rozkladem normalnym. Gdy parametr splaszczenia

Ya=p40*-3=0

bedzie bliski wartosci zero, wtedy rozklad wynikéw préby posiada splaszczenie podobne
do splaszczenia rozkladu normalnego, czyli rownego zero. Dokladniejsze wnioskowanie
0 zgodnoSci wynikéw préby z rozkladem normalnym mozna uzyskaé na podstawie te-
stéw zgodnosci. Testy takie pozwalajg uzyskaé informacje jakie jest prawdopodobiefi-
stwo, ze préba pochodzi z populacji o rozkladzie normalnym. Przykladem takich testéw
Jjest test Kolmogorowa—Smirnowa oraz test W Shapiro-Wilka. Jednak zaden z tych te-
stow nie zastgpi wizualnej oceny rozkladu wynikéw przy wykorzystaniu histogramu
rozkladu czestosci rozpatrywanej zmiennej. Wykres histogramu ulatwi ocene normalno-
$ci, gdy na empiryczny histogram bedzie dodatkowo nalozona wpasowana krzywa roz-
kladu normalnego. Badania Monte Carlo wskazuja, ze jesli liczebnosé préby jest wiek-
sza od 100, to zalozenie o normalnosci rozkladu populacji nie powinno byé praktycznie
brane pod uwage.

Jak wykazano wyzej, wyniki otrzymywane w prébach mogg by¢ podstawa do weryfi-
kowania hipotez statystycznych dotyczacych rozkladu prawdopodobienistwa w populacji.

Rzeczoznawca majgtkowy dokonujgc wyboru nieruchomosci do poréwnania, formu-
huje statystyczng prébe prostg, w ktorej — dla zmiennych losowych reprezentowanych
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przez nieruchomosci — zaobserwowana zostala w sposob iloSciowy wybrana ich cecha,
np. cena. Na podstawie wynikoéw statystycznej proby rzeczoznawca, poprzez procedure
wyceny, formutuje nowg funkcje na zmiennych losowych, ktéra prowadzi do prognozy
warto$ci rynkowej nieruchomosci. Funkcja taka stanowi nowg zmienng losowa i nosi
nazwe odpowiedniej statystyki. Sformulowane przez rzeczoznawce statystyki powinny
byé przedmiotem wnioskowania statystycznego, a takze powinny byé estymowane
punktowo i przedzialowo.

Ad 3) Rozklad prawdopodobienstwa sformulowanej statystyki na podstawie
wynikéw z préby (nazywany czesto w skrécie ,rozkiadem z préby”) — w tym znaczeniu
rozklad prawdopodobiefistwa wybranej statystyki jako nowej zmiennej losowej wynika
z matematycznego rozumowania, stgd rodzaj rozkladu z préby nie zalezy od
wynikéow otrzymywanych w prébach, gdyz zawsze jest rozkladem teoretycznym.
Natomiast parametry tego rozkladu mozna okreslaé na podstawie wynikéw otrzymywa-
nych w préobach losowych. Rzeczoznawca w procesie wyceny nieruchomosci najczesciej
korzysta z nizej opisanych rozkladéw z préby.

— Mozna wykazaé, co udowodnil Fisher, ze dla préb losowych o liczebnosci wigk-
szej od 30 (n > 30), bez wzgledu na to, jakg ma postac rozklad cen nieruchomo-
$ci w populacji, rozktad wartosci przecietnej z proby bedzie zawsze posiadal ce-
chy rozkladu normalnego o parametrach

&

— Mozna wykazaé, co udowodnil Snedecor, ze dla prob losowych o liczebnosci
wiekszej od 30 (n > 30), niezaleinie od postaci rozkladu cen nieruchomosci
w populacji, rozklad wariancji z préby bedzie zawsze posiadal cechy rozkladu
chi-kwadrat.

— Do estymacji przedzialowej wykorzystuje si¢ statystyke, ktéra stanowi iloraz
wartosci przecietnej i odchylenia standardowego. Mozna wykazaé, co
udowodnil Goset, ze dla préb losowych o liczebnosci wigkszej od 30 (n > 30),
niezaleznie od postaci rozkladu cen nieruchomosci w populacji, statystyka ta
ma zawsze rozklad ¢-Studenta.

Nu,

Jezeli rozklad prawdopodobienstwa cen w populacji bedzie ukladal si¢ w przyblize-
niu wedtug rozkladu normalnego, to sformulowane wyzej rozklady z préby bedg spet-
nione juz dla prob powyzej 7 nieruchomosci.

Rzeczoznawca majgtkowy, stosujgc statystyczne procedury wyceny, zawsze szacuje
bezpodrednio lub posrednio wartos¢ przecietng z cen nieruchomosci wybranych do po-
réwnania (ze statystycznej préby). Szacowana warto$¢ rynkowa nieruchomosci, jako
nowa zmienna losowa (statystyka) powinna mieé¢ okreslone odchylenie standardowe,
gdyz wtedy rzeczoznawca moze w sposéb jednoznaczny okresli¢ dla tej statystyki para-
metry rozktadu z préoby, a nastepnie moze sformulowaé przedzialy ufnosci oraz weryfi-
kowa¢é dowolne hipotezy statystyczne.
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2. Praktyczna ilustracja twierdzenia
o rozkladzie prawdopodobienstwa wartoéci przecietnej z préby?

Z rynku nieruchomosci gruntowych wybrano 15 nieruchomosci podobnych, kté-
re reprezentujg populacj¢ ustalonego typu nieruchomosci. Ceny nieruchomosci zesta-
wione w tabeli 1 majg charakter losowy, a rozklad ich prawdopodobienistwa nie przy-
pomina w najmniejszym stopniu rozkladu normalnego, co ilustruje histogram przedsta-
wiony na rysunku 1.
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Rys. 1. Histogram czestosci cen nieruchomosci z bazy reprezentujacej populacije

Tabela 1. Ceny 15 nieruchomosci podobnych reprezentujgcych lokalny rynek

Numer 1 2 3 4 5 6 7 8
Cena {zl/m?] 40,00 40,00 57,00 44,00 45,00 | 53,00 46,00 | 43,00
Numer 9 10 11 12 13 14 15

Cena [zl/m?] 47,00 48,00 41,00 49,00 41,00 | 56,00 41,00

Liczebnosé populacji — 15,

Cena minimalna — 40,00 z/m?2,

Cena $rednia — 46,07 zl/m?2,

Cena maksymalna — 57,00 z/m?2,

Odchylenie standardowe w bazie — 5,64 zl/m2,

1) Obliczenia do przykladu wykonal Marek Kulczycki.



160 dJ. Czaja, E. Preweda

Przeanalizujmy rozklad prawdopodobiefistwa sredniej arytmetycznej z préby.
Z bazy 15-elementowej (n = 15) wybieramy 7-elementowe podzbiory (& = 7) i liczymy dla
kazdego z nich wartosé sredniej arytmetycznej (ze wzgledu na specyfike wyboru nieru-
chomosci do wyceny rozpatrujemy tylko te podzbiory, ktére réznig si¢ skladem nieru-
chomosci). Liczebno$é tak zdefiniowanej zmiennej losowej wynosi

n n! 15!
N= = = =6435-
[k] k-(n-k)! T8

Nalezy tutaj podkreslié, ze rozpatrywana zmienna losowa (warto§é przecigtna)
o0 liczebnosci 6435 posiada rozklad prawdopodobienstwa z préby. Dla ustalonych
przedzialow cenowych Sredniej arytmetycznej obliczono liczbe préb przynaleznych po-
szczegélnym przedzialom, a nastepnie stosujgc wzor
=

bi _'ﬁ’

obliczono prawdopodobienstwo. Wyniki tych obliczefi zamieszczono w tabeli 2.

Tabela 2. Wyniki uzyskane z analizy czestodci $redniej arytmetycznej z préb

Liczba préb o §redniej z przedziatu Prawdopodobienstwo
Przedziat
n; b;
<40,00+41,00 0 0,000
<41,00+42,00 6 0,001
<42,00+43,00 119 0,018
<483,00+44,00 446 0,069
<44,00+45,00 970 0,151
<45,00+46,00 1474 0,229
<46,00+47,00 1513 0,235
<47,00+48,00 1131 0,176
<48,00+49,00 558 0,087
<49,00+50,00 190 0,030
<50,00+51,00 28 0,004
<51,00+52,00 0 0,000
N=2n;=6435 Zp;=1

Empiryczna zmienna losowa reprezentowana przez $rednig arytmetyczng z pod-
zbioréw T-elementowych posiada nastepujace parametry:

(t = 46,07 zV/m? — warto$é przecietna srednich cen z préb,
i

& = 1,56 z¥/m? — odchylenie standardowe,
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stad funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozkladu normalnego przyjmuje postaé

_(x-46,07)

21,562 1)

1
f(X)_1,56.J2_n'e

Wyniki préby losowej zawarte w tabeli 2 zostaly zilustrowane na rysunku 2.
W histogram rozkladu prawdopodobienistwa zostala wpasowana funkcja gestosci praw-
dopodobienstwa rozkladu normalnego o rownaniu (1).
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Rys. 2. Rozklad prawdopodobiefistwa éredniej arytmetycznej z préb 7-elementowych

losowanych z bazy 15-elementowej

‘Dodatkowo, dla zadanego poziomu istotnoéci mozna okresli¢ przedzial ufnosci. Po-
niewaz liczba elementéw proby (wybieranych do poréwnania nieruchomosci) jest mniej-
sza od 21, nalezy stosowaé kwantyle rozkladu Studenta dla poziomu 1 - o = 0,95
ik —1 = 6 stopni swobody

t(1 - oz k ~ 1) = £0,95; 6) = 2,45,
dlatego przedzial ufnosci przyjmuje postaé
Big=H=xt(l-osk-1) & = pgg5 = 46,07 x 2,45 - 1,56
i ostatecznie
Hog5 = 46,07 2V/m? = 3,82 zk/m?,

co oznacza, ze wykorzystujac do poréwnania siedem nieruchomosci, losowo wybranych
z bazy zawierajgcej pigtnascie nieruchomosei, 95% rzeczoznawcéw poda wartoséé nieru-
chomosci mieszezgeg sig¢ w tym przedziale, za§ 5% rzeczoznawcéw moze podaé wartosé
spoza przedzialu.
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3. Wnioski metodyczne

W oparciu o powyzszg analize mozna wysnué nastgpujgcy wniosek. Gdy liczebnosé
bazy nieruchomos$ci do wyboru bedzie wigksza od 15 (optymalnie n > 30), bez wzgledu
na rozklad prawdopodobienstwa cen nieruchomosci rynkowych tworzgcych baze, szaco-
wanie wartosci przecietnej z réznych podzbioréw (préb) nieruchomosci wybieranych
do poréwnania o liczbie £ > 7 bedzie odbywalo si¢ wedlug rozkladu normalnego. Stad
wszystkie implikacje plyngce z rozkladu normalnego wartosci przecigtnej powinny byé
wykorzystane w wycenie nieruchomosci.

W ogélnym przypadku analiza statystyczna rynku nieruchomosci dotyczy wielowy-
miarowej zmiennej losowej. Szacowanie wartosci nieruchomosci moze byé wykonywane
przy réznych zalozeniach dotyczgcych rozkladu prawdopodobienstwa poszczegélnych
zmiennych losowych. W uproszczonym ujeciu analize statystyczng rynku mozna prowa-
dzié wedhig nastepujgcych modeli:

— ceny nieruchomosci majg rozklad zmiennej losowej jednowymiarowej, zas atry-
buty poréwnywanych nieruchomosci sg identyczne, wigc stanowig stale para-
metry analizowanego rynku;

— ceny nieruchomosci z poszczegélnymi ich atrybutami tworzace pary (cena —
atrybut) stanowig zmienne losowe dwuwymiarowe;

— ceny nieruchomosci i ich atrybuty okreslajg zmienng losowg wielowymiarows,
gdzie ceny stanowig zmienng objasniang zas atrybuty stanowig zmienne obja-
§niajgce.

W pierwszym przypadku parametrami rozkladu cen nieruchomosci sg wartosé
przecietna i odchylenie standardowe z préby oraz odchylenie standardowe
wartosci przecietnej z préby. Na podstawie tych parametréw mozna okreslaé
wagi dokladnosci wedlug zasady Markowa, a nastepnie warto$¢ nieruchomosci jako
$rednig wazong z prognozowanych cen dla poszczegélnych atrybutéw. Na podstawie
rozkladu z préby statystyki z-Studenta mozna formulowaé przedzialy ufnosci i wery-
fikowa¢ hipotezy statystyczne, dotyczace migedzy innymi minimalnej liczby nieruchomo-
8ci do poréwnania. Liczba ta bedzie zaleze¢ przede wszystkim od przyjetego poziomu
istotnosci, co wyraznie oméwiono w [9).

W drugim przypadku parametrami rozkladu zmiennych losowych dwuwymiaro-
wych (cena — atrybut) sg wartosci przecigtne i odchylenia standardowe w rozkladach
brzegowych oraz wspélczynnik korelacji (Pearsona). Na podstawie tych parametréw
mozna bezposrednio wyznaczy¢ prostg linie regresji, ktora reprezentuje liniowy model
zmiennosci cen nieruchomosci wzgledem wybranego atrybutu. Zbiér informacji rynko-
wych rozpatrywany w modelu regresji nie musi posiadaé cech rozkladu normalnego,
natomiast cechy tego rozkladu powinien posiadaé zbiér odchylek losowych (resztowych)
tego modelu. Wykorzystujgc metode¢ najmniejszych kwadratéw mozna réwniez estymo-
wac¢ nieliniowe modele dwuwymiarowej regresji. Ustalony dla kazdego atrybutu model

-----



Kilka uwag do analizy rozkladu prawdopodobienistwa... 163

Na podstawie tych parametréw mozna okresli¢ warto$¢ przecietna i jej odchylenie stan-
dardowe, ktére posiadajg rozklad z préby. Rozklad z proby statystyki z-Studenta po-
zwala formulowaé przedzialy ufnosci i weryfikowaé hipotezy statystyczne.

W trzecim przypadku ceny nieruchomosci mozna modelowaé za pomoca liniowych
modeli regresji wielorakiej (wielokrotnej), w ktorych ceny reprezentujg zmienng zalez-
na, za$ atrybuty stanowiag zmienne niezalezne. Parametry takich modeli wyznacza si¢
zawsze za pomocg metody najmniejszych kwadratéw, przy wykorzystaniu rachunku
macierzowego. Miarg dopasowania modelu regresji do cen rynkowych jest kwadrat
wspolczynnika wielorakiej regresji. Estymowane modele wielorakiej regresji mozna wy-
korzystaé¢ do prognozowania wartosci rynkowej oraz do oceny dokladnosci tej prognozy.
Mozna wykazaé, co udowodnit Fisher, ze dla takiego modelu rozklad prawdopodobien-
stwa cen w populacji moze byé dowolny. Wnioskowaniu statystycznemu sg poddawane
odchylki losowe do modelu.

Zmienng losowg wielowymiarows mozna réwniez opisywaé za pomocg nielinio-
wych modeli regresji wielorakiej, w ktorych atrybuty sg wyrazane za pomoca nielinio-
wych funkeji réznej postaci. Modele takie wystepujg pod ogdlng nazwg stochastycznych
modeli hybrydowych. Aby okresli¢ parametry takiego modelu, funkcje opisujgce nieli-
niowe modele regresji muszg byé rozwijane w szereg Taylora. Na podstawie tego rozwi-
niecia zestawia si¢ uklad réwnan aproksymujgcych, ktéry mozna rozwigzaé wedlug za-
sady najmniejszych kwadratéw, za pomocg rachunku macierzowego.

Zamieszczone pojecia, terminy i opisy modeli statystycznych sg przedstawione
w formie lapidarnej i nie wyczerpujg tresci zagadnien zwigzanych z zawodem rzeczo-
znawcy majgtkowego. Wiele praktycznych przykladéw w zakresie zastosowania modeli
statystycznych do analizy rynku i wyceny nieruchomosci mozna znalezé w [8].
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