Rozdziat 5

Optymalizacja dostaw
w sieciach transportowych

5.1. Problemy marszrutyzaciji i ich klasyfikacja

Funkcjonowanie przedsigbiorstw i calych tancuchéw dostaw wymaga
czynnosci transportowych, niwelujacych dysproporcje przestrzenne wynikajace
z miejsc wystgpowania popytu i podazy. Kazdorazowe dostarczenie produktow
od dostawcoéw do odbiorcoéw wymaga odpowiedniego zaplanowania tras prze-
wozow, tak by czas i koszty byty jak najmniejsze. W ostatnich dziesigcioleciach
w planowaniu (marszrutyzacji) tras przewozu wykorzystuje si¢ metody oparte na
badaniach operacyjnych oraz programowania matematycznego. Wyznaczanie
optymalnych tras w problemach transportowych jest jednym z gltéwnych pro-
bleméw, z jakimi spotykaja si¢ logistycy w swojej pracy operacyjnej. Decyzje
w zakresie wyznaczania tras przewozowych dla okreslonej liczby $rodkéw
transportu podejmowane sg przy zachowaniu pewnych ograniczen, a gtownym
kryterium optymalizacji jest catkowity koszt transportu, wyrazony w jednostce
czasu, odlegtosci Iub ceny.

Klasyczny problem marszrutyzacji pojazdéw polega na wyznaczeniu
optymalnych tras, na ktérych odbywa si¢ zaopatrzenie kilku odbiorcow przez
jednego dostawceg. Zaktada si¢ jednakowa tadowno$¢ pojazdow, znajomosé
wielkosci zapotrzebowania oraz lokalizacji odbiorcéw. Celem rozwigzania za-
dania marszrutyzacji jest zoptymalizowanie lacznej dlugosci wszystkich tras
dostaw do odbiorcow. Problem marszrutyzacji jest rozwinigciem problemu ko-
miwojazera (traveling salesman problem) — zagadnienia optymalizacyjnego,
polegajacego na znalezieniu minimalnego cyklu Hamiltona w pelnym grafie
wazonym. Nazwa pochodzi od typowej ilustracji problemu, przedstawiajacej go
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z punktu widzenia wedrownego sprzedawcy (komiwojazera), ktory chce dotrze¢
do »n miast. Komiwojazer kazdorazowo bedzie dazyt do znalezienia najkrétszej
(najtanszej lub najszybszej) drogi taczacej wszystkie miasta, a zaczynajacej i kon-
czacej si¢ w okreslonym punkcie.

Rozwazajac problem komiwojazera w grafie, identyfikuje si¢ wezly,
przedstawiajace klientow oraz krawedzie odzwierciedlajace powigzania mi¢dzy
miejscowosciami, po ktorych przemieszcza si¢ komiwojazer. Kazda krawedz ma
przyporzadkowana liczbe, okreslajaca uogolniona odlegtos¢ pomigedzy miejsco-
wosciami (weztami grafow), tak ze dla trzech dowolnych weztow i, j, k zachodzi
nieré6wnos¢ trojkata wyrazona formula:

dik < dii + djk (51)

W rozpatrywanym grafie jeden z weztow jest wyrdzniony jako punkt star-
tu komiwojazera i jednoczesnie punkt koncowy, przy czym powr6t nastepuje
dopiero po odwiedzeniu przez komiwojazera wszystkich miejscowosci (we-
zléw). Rozwigzanie problemu polega na wskazaniu ciggu krawedzi, z ktorych
pierwsza zaczyna si¢ w wezle startowym 1 tworzy tafncuch potaczen zawierajacy
wszystkie wezly grafu. Ostatnia krawedz konczy si¢ w punkcie startowym. Wy-
kreslona w ten sposdb trasa nosi miano trasy okreznej i jest optymalng, ponie-
waz taczna dtugo$é krawedzi jest minimalna. W rozwigzaniu problemu komiwo-
jazera znajduje zastosowanie teoria graféw, a w szczegdlnosci poszukiwanie
w grafie cyklu Hamiltona, czyli takiego potaczenia pomiedzy weztami, aby kaz-
dy wezel znalazl si¢ na trasie i wystapit w nim dokladnie jeden raz (poza we-
zlem startowym, ktdry jest jednoczesnie weztem koncowym). Matematyczny
zapis poszukiwan tras w cyklu Hamiltona przyjmuje postaé:

_ { 0, gdy krawedz [i, j] nalezy do cyklu Hamiltona (H)

71 1, w przeciwnym wypadku (5:2)

Z powyzszego wynika, ze zmienna Xx;; jest zmienng binarng, a jej wartos¢
uzalezniona jest od tego, czy krawedz grafu nalezy, czy nie nalezy do cyklu
Hamiltona, tzn. czy spelniony jest warunek jednokrotnego wystapienia miejsco-
wosci na trasie. Dany wezet tylko jeden raz moze byé weztem poczatkowym
krawedzi i wowczas przyjmuje postac:

YLixyj=1 j=12,...n (5.3)
jednoczes$nie wezty moga by¢ jedynie raz weztem koncowym krawedzi:

Thixy=1 i=12,..n (5.4)
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Funkcja kryterium moéwigca o minimalizacji dtugosci trasy przedstawia
si¢ nastepujgco:

izn:dijx; — min (5.5)

i=0 j=0

W przypadku gdy lokalizacja dwoch miejscowosci nie pozwala na wy-
znaczenie bezposredniego potaczenia, przyjmuje si¢, ze d; = co. W celu wyklu-
czenia ,,dreptania w miejscu” zaklada si¢ réwniez, ze d;; = oo.

Aby uzyskane w grafach cykle byly cyklami Hamiltona nalezy rozpatrzy¢
wszystkie k-elementowe permutacje weztow [iy, is,..., ik], przy czym jesli liczba
weztow jest parzysta, wowczas k =2, 3, ..., (n-1)/2, za$ gdy nieparzysta k = 2,
3, ..., n/2. Dodatkowo nalezy mie¢ na uwadze uktad ograniczen dla kazdego k:

Xii HX Fet X, <k-1 (5.6)

Z powyzszego mamy (1) (k — 1)! ograniczeft'.

Do rozwigzania problemu komiwojazera mozna wykorzysta¢ jeden z dwoch
algorytmow:

1) droga do najblizszego sasiada,
2) sukcesywnie dotgczanych weztow.

W algorytmie pierwszym (droga do najblizszego sasiada) wegzet startowy
oznaczamy przez a, natomiast dtugos¢ drogi okreznej— przez z, tak ze k;=a, z= 0.
Nastepnie wskazujemy wezet k; taki, ze:

dk,_] K= min{dki_]j} przy czym i #k, k,..., ki (5.7

co pozwala na stworzenie ciagu weztdw [k, ..., ki1, kj]. Na tej podstawie
przyjmujemy:

z=z+d, (5.8

po n powtorzeniach do ciagu [k, ..., k., k,] dotaczamy wezel startowy
k, co skutkuje utworzeniem drogi okreznej H = [k, ..., k,.1, ky, k;], ktorej dhu-
g0$¢ wWynosi:

z=z+d, (5.9

! Liczba ograniczen wzrasta bardzo szybko, i tak dla n=6 mamy 55 ograniczen, a dla n=14 jest
ich juz prawie 3 miliony.



126 | Rozdziat 5

Przedstawiony sposob pozwala na uzyskanie rozwiagzania, ktére moze nie

jest optymalne, ale akceptowalne. Dla tatwiejszego zrozumienia problemu roz-
wazmy przyktad kuriera, ktory musi rozwiez¢ przesytki. Punktem startowym jest
Opole (baza firmy kurierskiej), a odbiorcy przesylek zlokalizowani sg odpo-
wiednio w Brzegu, Nysie, Krapkowicach, Kedzierzynie-Kozlu i Strzelcach Opol-

skich.

Zaktadamy, ze uwzgledniono tylko czas przejazdu migdzy miejscowo-

$ciami, do ktdérych istnieje bezposredni dojazd. Wynika z tego, ze odleglos¢
mi¢dzy Opolem a Kedzierzynem-Kozlem bedzie wynosi¢ oo, poniewaz do miej-
scowosci tej mozna dotrze¢ zaréwno przez Krapkowice, jak i Strzelce Opolskie.
Tabela 5.1. zawiera odlegtosci miedzy miastami’.

Tabela 5.1. Czas przejazdu w rejonie dystrybucji przesytek kurierskich (min)

Opole | Brzeg | Nysa | MURE | TRCE | Gpotekie

1 2 3 4 5 6
Opole 1 o0 42 55 31 0 35
Brzeg 2 42 0 48 75 77 64
Nysa 3 55 48 0 77 75 66
Krapkowice 4 31 75 77 o 31 25
Kedzierzyn-Kozle | 5 0 77 75 34 o0 25
Strzelce Opolskie |6 35 64 66 25 25 0

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Postepujac zgodnie z opisanymi zasadami, nalezy rozpocza¢ poszukiwa-

nie najblizszego sasiada od wiersza pierwszego:

W wierszu pierwszym wybieramy najkrdtsza drogg, jaka ma do pokonania
kurier z Opola — droga do Krapkowic (31 min),

w wierszu czwartym (Krapkowice sag weztem nr 4) wyszukujemy najkrot-
szej drogi — do Strzelec Opolskich (25 min),

w wierszu szostym (Strzelce Opolskie sa wezlem nr 6) najkrotsza droga to
droga do Kedzierzyna-Kozla (25 min); tak samo diuga jest droga do
Krapkowic, ale to polaczenie zostato juz wykorzystane,

w wierszu pigtym (Kedzierzyn-Kozle to 5 wezet) najkrotsza droga jest
droga do Nysy (75 min),

w wierszu trzecim (Nysa to 3 wezel) najkrétsze potaczenie jest z Brze-
giem (48 min) ktdry jest weztem nr 2,

2 Odleglo$é moze byé wyrazona na rézne sposoby, w przykladzie przyjeto jako miare odleglo-
$ci czas podrozy pomiedzy miastami.
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— ostatecznie w wierszu drugim najkrotsza droga, jaka udaje si¢ zidentyfi-
kowaé, to droga taczaca Brzeg z Opolem (42 min), tym samym kurier
wrdcit do punktu startowego, czyli do wezta nr 1 reprezentujacego Opole.
Sumujac czas przejazdu miedzy miejscowosciami, otrzymujemy taczny

czas przejazdu 246 minut. Przejazd odbywa si¢ w kolejnosci Opole — Krapkowi-
ce — Strzelce Opolskie — Kedzierzyn-Kozle — Nysa — Brzeg — Opole. Trase ko-
miwojazera wyznaczona algorytmem droga do najblizszego sasiada przedstawia
rysunek 5.1.

Rysunek 5.1. Trasa komiwojazera wyznaczona metodg drogi do najblizszego sgsiada
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Zrédto: Opracowanie wiasne.

Problem komiwojazera mozna rozwigzaé, rowniez wykorzystujac algo-
rytm sukcesywnego dotaczania weztow. W tym przypadku nalezy z gdry ustali¢
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wezet startowy oraz wezet najbardziej oddalony od startowego, z ktorym wspdl-
nie utworzy on droge poczatkowa. W trakcie postepowania droga jest modyfi-
kowana poprzez dotaczanie nowych weztow. Oznaczmy przez:

— a— wezel startowy,

— b — wezel najbardziej oddalony od a,

— z - okreslang dlugo$¢ drogi okreznej,

— H - cykl weztow tworzacych drogg okrezna.

Na starcie postepowania przyjmujemy, ze:

k1=a; kzzb; H= [k[, kz] oraz Z= dklkz + dkzkl (5 10)

Postepowanie iteracyjne rozpoczynamy od j = 3,..., n, gdyz j = 1,2 —
dwie pierwsze miejscowosci (wezty) arbitralnie przyjete zostaty jako droga po-
czatkowa. Ponadto zaktada si¢, ze w iteracji j-1 otrzymano cze$ciowa droge
okrezng:

H=[ky, ky,..., kj-l, kj]

Dlugos¢ drogi wynosi z. Ze wzglgdu na stosowane w dalszej czgsei algo-
rytmu wzory, ostatni z wezléw oznaczony zostat przez k;, choé w rzeczywistosci
jest nim wezet k;, zatem k;=k;.

W kazdej iteracji nalezy wskaza¢ kolejny, nieuwzgledniony dotychczas
wezet 1 rozstrzygnaé, pomiedzy ktdre wezly juz istniejacej trasy go wiaczyc.
Przy wyborze wezta nalezy kierowac si¢ zasada wyboru tego wezta, ktérego
najmniejsza odleglos¢ od weztow ki, k..., ki.; jest najwigksza. Opisane pokrot-
ce postgpowanie sprowadza si¢ do nastgpujacych krokow:

— dla kazdego wezta p # ki, ko, ..., kj.; obliczamy

d, =min(d, ,,d; ;... dka)

— okreslamy

d; =maxd (5.11)
p

gdzie i-ty wezel jest wowczas dolaczony do drogi,

— rozstrzygamy, pomiedzy ktore wezty znajdujace si¢ juz w drodze umie-
$ci¢ i-ty wezet. Wstawienie wezla zmienia droge, pojawiaja si¢ nowe
krawedzie, a znikajg niepotrzebne. Dolaczenie nowego wezla zmienia
dtugosé drogi, ktérg mozna obliczy¢ wedtug formuty:

so=dy; +dy  —dy, (5.12)
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— dotaczanie kolejnych weztdw sprowadza si¢ do wyznaczenia mins, i tylko
taki wezel, dla ktérego spetniony jest powyzszy warunek moze by¢ dota-
czony do drogi,

— tworzymy nowg droge okrezng H = [k, ko,.. ., 1, k1., k] 1 obliczamy

Z=7+S; (5.13)

— sprawdzamy, czy wszystkie wezty zostaty uwzglednione; jesli nie, prze-
chodzimy do kroku 1 i rozpoczynamy iteracje od poczatku. Jesli tak wy-
znaczona trasa jest ostateczng, wowczas tworzy cykl Hamiltona.

Dla zobrazowania sposobu postepowania w algorytmie dotaczania kolej-
nych weztéw postuzmy si¢ wezesniejszym przyktadem kuriera dostarczajacego
przesytki na terenie wojewddztwa opolskiego. Dla przypomnienia — punktem
startowym jest Opole (baza firmy kurierskiej), a odbiorcy znajdujg si¢ w Brzegu,
Nysie, Krapkowicach, Kedzierzynie-Kozlu i Strzelcach Opolskich. Przyjmijmy
dodatkowo, ze warto$¢ oo z tabeli 5.1., ktora oznacza, ze pomigdzy danymi mia-
stami nie ma potaczen bezposrednich, odpowiada liczbie 10 000.

Jak juz zaznaczono w przyktadzie, punkt startowy kuriera to Opole, zatem
ta miejscowos¢ jest weztem nr 1. Wezet nr 3 (Nysa) to miejscowos¢, ktora jako
pierwsza bedzie dotgczona do punktu startowego. Wybrano t¢ miejscowosc, po-
niewaz odleglo$¢ od Opola jest tu najwigksza. Niemniej ta sama odlegltos¢ (55 min)
jest pomiedzy Opolem a miejscowoscig (wegztem) nr 5 (Kedzierzyn-Kozle), nie
ma znaczenia, ktora jako pierwsza wlaczymy do drogi.

Mamy zatem:

A=1;b=3;H,=[1,3,1];z=d;3+d;;=55+55=110

Nalezy teraz wskaza¢ wezel, ktory zostanie dotaczony do drogi okreznej
H,. Wykorzystany zostanie symbol r,;, gdzie p oznacza numer rozpatrywanego
wezta, niebedacego jeszcze czgsécia sktadowa drogi okreznej H, j odpowiada
numerowi drogi okreznej. Zatem mamy:

121 = min (dyy, dp3) = min (42, 48) =42

141 = min (dy, ds3) = min (31, 77) =31

rs; = min (ds;, ds3) = min (55, 77) = 55

11 = min (dg;, dg3) = min (35, 66) = 35
Z uzyskanych wartos$ci wybieramy najwigksza rs; = 55 i na tej podstawie
wezel nr 5 bedzie wlaczony do drogi okreznej. Poniewaz nieznane jest jeszcze

doktadne jego potozenie, nalezy rozpatrze¢ wszystkie mozliwosci, ktore przed-
stawione sg na rysunku 5.2.
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Rysunek 5.2. Alternatywa dotgczenia wezta 5

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Nalezy obliczy¢ przyrost czasu, jaki wynika z przytaczenia wezta nr 5.
W oznaczeniach s;, t oznacza numer wezta poprzedzajacego dodawany wezet.
Zatem:

si=djstds;—di3=55+77-55="77
S3=d3s +ds; —d3; =77 +55-55="77
Z dwoch warto$ci nalezaloby wybraé te, ktora jest najmniejsza. W tym
przypadku uzyskano jednak pozorng alternatywe, gdyz wyrdznione miejsce do-
laczenia wezta nr 5 nie ma znaczenia. Wybrano s;, co oznacza, ze utworzono
droge okrezng H, = [1, 5, 3, 1]. Dla drogi H, nalezy teraz sprawdzi¢ mozliwos¢
dotaczenia kolejnych weztdw:
Iy = min (d21, d25, d23) = min (42, 75, 48) =42
Tqp = min (d41, d45, d43) =min (31, 31, 77) =31
T'ex = min (d6], d55, d53) = min (35, 25, 25) =25

Do drogi H, dotaczy¢ nalezy wezel nr 2. Rysunek 5.3. przedstawia moz-
liwosci dotgczenia wezta do drogi.

Rysunek 5.3. Alternatywa dotgczenia wezta 2
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Zrédto: Opracowanie wiasne.

Ponownie dla uzyskanych potaczen obliczyé nalezy wielkosci przyrostow
bedacych nastepstwem dotaczenia wezta nr 2:
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S|=d12+d25—d15=42+75—55=62
S5:d52+d23—d53:75+48—77:46
S3:d32+d21—d31:48+42—55:35
Wezel nr 5 wstawic¢ nalezy pomi¢dzy wezty nr 3 i nr 1, otrzymujac w ten
sposob droge H; = [1, 5, 3, 2, 1], dla ktérej czas przejazdu wynosi z = 55 + 77
+48 +42 = 222.
Majac droge H;, nalezy sprawdzi¢ dwa pozostate poza nig wezty:
I43 = min (dsi, dss, dg3, dsp) =min (31, 31, 77, 75) = 31
163 = min (dg;, des, de3, dg2) = min (35, 25, 66, 64) = 25

Nalezy zastanowié si¢, w ktérym miejscu dotaczyé wezet nr 6 do drogi
H;. Mozliwos$ci dotaczenia przedstawia rysunek 5.4.

Rysunek 5.4. Alternatywa dotgczenia wezta 6
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Zrédto: Opracowanie wiasne.

Nastepnie obliczy¢ nalezy przyrosty bedace konsekwencja przytaczenia
wezta nr 6:

si=digtdes—d;s=35+25-55=5

s5=dsq + de; —ds3 =25+ 66— 77 = 14

=dss+de —d3p =66+ 64 —48 =82

s2=d26+d61—d21= 64+35-42=57
Wezel 6 wstawi¢ nalezy pomigdzy 5 i 3, otrzymujac tym samym drogg
okrezng Hy =[1, 5, 6, 3, 2, 1], dla ktdrej czas przejazdu wynosi z = 55 + 25 + 66

+48 +42 = 236.

Poniewaz zostal juz tylko jeden wezel do dotaczenia, jest to wezet nr 4,

nie trzeba wylicza¢ wartosci wskaznikéw r,, nalezy jedynie zastanowic sig,
gdzie dotaczy¢ 6w wezet. Mozliwosci przytaczenia go prezentuje rysunek 5.5.
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Rysunek 5.5. Alternatywa dotgczenia wezta 4

© 000 O
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Zrédto: Opracowanie wiasne.

Przyrosty bedace nastgpstwem dolaczenia wezla nr 4 wynosza odpowiednio:

si=diytdis—dis=31+31-55=7
$5=dss T dyg—dse=31+25-25=31
S¢=des T da3—de3=25+77-66=36
S3=dy +dy—ds,=77+75-48 =104
S;=dytdy—dy=75+31-42=64

Wezel nr 4 wstawi¢ nalezy migdzy wezly 1 1 5, co sprawia, ze droga
okrezna ma posta¢ Hs = [1, 4, 5, 6, 3, 2, 1], dla tej trasy czas przejazdu wynosi
z=31+31+25+ 66+ 48 + 42 = 243. Trasa komiwojazera uzyskana metoda
dotaczania kolejnych weztdw przedstawiona zostata na rysunku 5.6.

Jest to droga, ktéra rdzni si¢ nieznacznie od drogi uzyskanej metoda naj-
blizszego sasiada. Dtugosci tras mierzone czasem przejazdu rowniez réznia sig
nieznacznie, w przypadku metody najblizszego sgsiada dhugos¢ trasy wyniosta
246 min, natomiast wyznaczona metoda dolaczania kolejnego wezta 243 min.
Ze wzgledu na znikome réznice wybdr trasy pozostawiony powinien by¢ kurie-
rowi, ktory poza czasem, jest prawie jednakowy w obu przypadkach, wezmie
jeszcze pod uwage np. jakos¢ drog, jakimi przyjdzie mu si¢ poruszac.

W wyznaczaniu najkrétszej drogi postuzy¢ si¢ mozemy réwniez algoryt-
mem chifiskiego listonosza (chinese postman problem)’. Polega ona na znalezie-
niu najkrotszej, zamknigtej Sciezki (wracajacej do wierzchotka poczatkowego),
ktéra co najmniej raz zawiera kazda krawedz grafu i charakteryzuje si¢ mini-
malnym kosztem, tzn. ze suma wag krawedzi jest najmniejsza. Krawedzie ozna-
czaja drogi do odbiorcow, a wierzchotki skrzyzowania. W przypadku gdy uktad
drog dojazdowych do dostawcow posiada cykl Hamiltona, wowczas istnieje taka
trasa, ktéra pozwala na przejechanie kazdego odcinka doktadnie raz (suma wag
krawedzi jest zawsze taka sama).

3 Problem ten zostal po raz pierwszy sformulowany w jezyku chinskim w 1962 przez Kuan
Mei-Ko.
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Rysunek 5.6. Trasa komiwojazera wyznaczona metodg dotaczania kolejnego wezta
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Zrodto: Opracowanie wiasne.

W innym przypadku dostawca bgdzie zmuszony przejechaé niektorymi
odcinkami drog co najmniej dwukrotnie. Rozwigzujgc problem chinskiego listo-
nosza, bedziemy poszukiwali takiego potaczenia, w ktorym suma dlugosei kra-
wedzi bedzie najmniejsza. Rozwazajac ponownie trase, jaka ma pokonac kurier,
rozwozac przesytki z Opola do réznych miast wojewddztwa opolskiego, przeana-
lizujmy sie¢ polaczen przedstawiong na rysunku 5.7., na ktérym zaznaczono
orientacyjny czas przejazdu w minutach pomiedzy miejscowosciami. Na poczat-
ku nalezy zauwazy¢, ze rozwazana sie¢ potaczen nie posiada cyklu Hamiltona,
gdyz wystepuja w sieci takie miasta jak Opole i Krapkowice, z ktorych wycho-
dzi nieparzysta liczba krawedzi do pozostatych miejscowosci.
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Rysunek 5.7. Trasa komiwojazera wyznaczona metodg dotaczania kolejnego wezta
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Zrédto: Opracowanie wiasne.

Postepujac zgodnie z algorytmem rozwigzania problemu chinskiego listo-
nosza, kurier z przyktadu ma do pokonania trase:

e Opole — Krapkowice — Nysa — Kedzierzyn-Kozle — Krapkowice — Opole —
Brzeg — Nysa — Glubczyce — Kedzierzyn-Kozle — Strzelce Opolskie — Opole.
Odcinek trasy, jaki pokona dwukrotnie, to trasa Opole — Krapkowice —

Opole, zaznaczona na rysunku 5.7. linig przerywana. Laczny czas przejazdu
wynosi: 31 +56 + 77 +29+31 +46+49+52+70+25+35=501.

Proste wyznaczanie trasy przewozu nie wyczerpuje problematyki mar-
szrutyzacji. Cho¢ wickszo$¢ przypadkéw bazuje na dopasowaniu tras przejaz-
dow (najczesciej taboru homogenicznego, choé nickoniecznie) do lokalizacji
klientow, to czesto planowanie marszrut musi nastgpowac z uwzglednieniem
wielu ograniczen. Wymieni¢ tu nalezy przede wszystkim wielkos¢ (fadownosc,
pojemnos¢) pojazdéw (w przypadku taboru niechomogenicznego) oraz wymaga-
ne godziny realizacji dostaw czy odbioru tadunkéw od klientow (Time Win-
dows). Gotowo$¢ przyjecia przesytki przez odbiorcéw w okreslonym czasie
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sprawia, ze wyznaczanie trasy musi uwzglednia¢ nie tylko droge najkroétsza (naj-
tanszg), ale rdwniez czas przejazdu, a raczej dotarcia do odbiorcy. Dostarczenie
przesytki w czasie niedostosowanym do pracy klienta moze spowodowac prze-
stoj, a w konsekwencji wzrost kosztéw. Oznacza to, ze celem dopasowania tras
przejazdu uwzgledniajacego ograniczenia jest obstuzenie catego popytu (wszyst-
kich klientow) przy minimalnych kosztach (czasie) lub maksymalnym stopniu
wykorzystania taboru®. Matematyczny model zagadnienia marszrutyzacji przed-
stawia si¢ wowczas nastepujaco’:

n n m
>3 > dyxj - min (5.14)
i=0 j=0 k=1
gdzie:
xg} — moze przyja¢ wartos¢ 1, gdy klient j-ty znajduje si¢ na trasie k-tego pojazdu po kliencie i-tym;
0 w przeciwnym wypadku,
djj — dhugod¢ Sciezki od klienta i-tego do klienta j-tego.

Zaktada on limit odwiedzin lokacji (kazdy klient zostanie odwiedzony
tylko jeden raz) oraz wystgpowanie jednego punktu wysyltkowego (pojazd roz-
poczyna i konczy tras¢ w tym samym punkcie). Ponadto z modelu wynikajg
dodatkowo nastgpujgce ograniczenie:

n K _ _
> oxk=1 dla k=12,...,m (5.15)

=1

moéwigce o tym, ze pojazd opusci punkt centralny i dotrze do klienta. Ko-
lejne ograniczenie, gwarantujace, ze pojazd po odwiedzeniu klienta opusci go
i na koniec powrdci do punktu wysytkowego moze by¢ zapisane w postaci:

> xE=>'xk=0 dla k=12,...m oraz p=0,1,...,n (5.16)
i=0

=0

W modelu wystepuje rdéwniez ograniczenie dotyczace wejs¢ 1 wyjs$¢ prze-
pltywu, zgodnie z ktorym pojazd po odwiedzeniu danego klienta opusci go i po-
wrdci do punktu wysytkowego, a zlecenie zostanie zrealizowane u klienta w okre-
$lonym oknie czasowym:

4 A. Redmer, M. Kicinski, R. Rybak, Zarzgdzanie samochodowym taborem ciezarowym — me-
tody, ,,Gospodarka Materiatowa i Logistyka” 2014, nr 4, s. 11-18.

’ D. Zelazny, Optymalizacja wielokryterialna w problemie marszrutyzacji (VRP), Automatyza-
cja proceséw dyskretnych: teoria i zastosowania, T. 1, pod red. A. Swierniaka i J. Krystek, Wy-
dawnictwo Pracowni Komputerowej Jacka Skalmierskiego, Gliwice 2012, s. 157-163.
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e, <b‘<l dla i=12,...n, (5.17)
gdzie:

k . . . . .
bi — moment rozpoczgeia ushugi u klienta i-tego przez k-ty pojazd.

Przekroczenie wyznaczonego na realizacje dostawy okna czasowego po-
cigga za soba zwigkszenie liczby przekroczonych okien czasowych (zasada do-
mina). Przedstawione réwnania modelu operujg na grafie problemu. Zbiorem
wartosci funkcji celu jest zestaw wszystkich mozliwych podziatéw na K cykli
w grafie G. Funkcje ograniczajace wybieraja tylko te rozwigzania, ktore spehnia-
ja warunki problemu marszrutyzacji. Minimalizacja funkcji celu pozwala deter-
ministycznie znalez¢é rozwiazanie optymalne. Cel okreslony jest jako minimali-
zacja catkowitego kosztu transportu w rozwigzaniu:

n m

zn:ZZdijx:; — min (5.18)

i=0 j=0 k=1

Wyznaczanie trasy z uwzglednieniem okna czasowego (Vehicle Routing
with Time Windows). W metodzie tej dopuszcza si¢ przypadek dotarcia transpor-
tu do odbiorcy wczesniej, niz czas rozpoczgcia jego pracy, wowczas konieczny
jest czas oczekiwania na roztadunek lub zatadunek. Ponadto naruszony moze
zostaé czas rozpoczecia obstugi u odbiorcow; pojazdy wcezesniej tez moga byé
obstuzone, ale to moze pociagna¢ za soba koniecznosé zaptaty kar konwencjo-
nalnych, z tytulu niewywiazania si¢ z przyjetych termindéw dostaw.

Poza wspomnianymi metodami marszrutyzacji w literaturze opisywanych
jest wiele innych, ktérych wykorzystanie wymaga jednak zaawansowanych tech-
nik obliczeniowych, a efektywno$¢ uzyskanych wynikéw maleje przy rozwia-
zywaniu duzych problemoéw bez wspomagania komputerowego. Wsrod najcie-
kawszych z nich wymieni¢ nalezy:

o Vehicle Routing Problem with Backhauling (VRPB),
e Mixed Pickup and Delivery Problem (MPDP),
e Periodic Vehicle Routing Problem (PVRP).

Metoda VRPB jest odmiang klasycznego problemu marszrutyzacji, w kté-
rej poza gldéwnym centrum dystrybucji uwzgledniane sa dwa typy lokalizacji —
odbiorcy, zaopatrywani przez centrum, i dostawcy (np. producenci), zaopatruja-
cy centrum. Oprocz klasycznych ograniczen dotyczacych np. liczby i pojemno-
$ci $rodkéw transportu zaktada sig, ze zatadunek moze odby¢ sie dopiero po
pelnym wytadunku towaréw znajdujacych si¢ w samochodzie. To powoduje
mozliwos$¢ pojawienia si¢ pustych przebiegow.

Modyfikacja zagadnienia marszrutyzacji dostaw typu VRPB jest metoda
Mixed Pickup and Delivery Problem (MPDP). Na poszczegdlnych trasach do-
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puszcza ona mozliwo$¢ mieszanego (naprzemiennego) zatadunku u dostawcow
i wyladunku u odbiorcow.

W przypadku planowania dostaw dla wielu odbiorcéw zastosowanie znaj-
duje metoda Periodic Vehicle Routing Problem. Zaktada ona znajomo$¢ dnia
dostawy do klienta i tras¢, jaka ma si¢ odby¢ transport. W tym przypadku roz-
wigzanie problemu marszrutyzacji polega na znalezieniu takich marszrut, kto-
rych suma odlegtosci w catym okresie planistycznym jest najmniejsza.

5.2. Planowanie tras dostaw dla wielu pojazdéw

Kazde przedsigbiorstwo dystrybuujace swoje produkty napotyka na pro-
blemy ograniczonosci zasobow (dostepnego taboru samochodowego), ktdérymi
dostarcza wytworzone dobra do odbiorcow finalnych. Dazy jednoczesnie do
zachowania terminow realizacji dostaw, gdyz w innym przypadku odbiorcy beda
niezadowoleni, a to oznacza utracone korzysci. W dystrybucji produktéw mamy
do czynienia najczgsciej z problemem wielu komiwojazerow. Wynika to z faktu,
ze realizacja dostaw wymaga z reguly wykorzystania wigkszej liczby samocho-
déw. Ponadto kazda trasa musi spelnia¢ natozone na nig ograniczenia zwigzane
m.in. z czasem pracy kierowcow, ograniczong pojemnoscig i fadownosciag po-
jazdéw czy wspomnianymi juz oknami czasowymi, w jakich towar musi zostaé
dostarczony do odbiorcow.

Analizujgc zagadnienia tworzenia tras dla wielu pojazdow, nalezy przyjaé
nastgpujace zatozenia i oznaczenia:

— wystepuje jednorodno$¢ produktow,

— Ly — magazyn producenta, z ktérego pobierane s3 produkty i dostarczane
do n — odbiorcow,

— B;— potencjalni odbiorcy,

— b; — wielko$¢ zamowienia,

— Q —tadowno$¢ srodkow transportowych,

- b, i=1,2,...,n,

— dopuszczalny czas trwania przewozu przez jeden §rodek transportu nie
moze przekroczy¢ T jednostki czasu,

— czas wyladowania tadunku jest rowny zero.

Zadanie optymalizacyjne polega na wyznaczeniu ilosci srodkow transpor-
towych oraz trasy ich przejazdoéw, tak aby wszystkie zamdowienia klientow zo-
staty zrealizowane, a faczny czas obstugi wszystkich klientow byl minimalny.
Tak sformutowane zadanie sktada si¢ z dwoch czgéci: przydzialu klientéw do
okreslonego srodka transportu oraz wyznaczenia tras dla kazdego z nich.
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Niech H oznacza dowolng tras¢ rozpoczynajgcg si¢ w punkcie L, (maga-
zyn producenta), trasa ta przebiega przez punkty iy, i,...1;, a konczy si¢ ponownie
w punkcie Lo. Niech t; oznacza czas przejazdu z punktu i do punktu j.
Z przyjetego zatozenia mamy:

topttio=T (5.19)
Rozwazajac trase H=[0, iy, iy, ..., i, 0], nalezy uwzglednié¢ czas przejazdu:

t(H) = Loy, T, Tttt (5.20)

oraz taczng wielko$¢ zamowien odbiorcow tej trasy:

b(H):bil ot (5.21)

Trase H nalezy uzna¢ za dopuszczalna, gdy
bH) <Qit(H)<T (5.22)

Poszukiwanie rozwigzania rozpocza¢ mozna od zalozenia, ze kazdy klient
jest obstuzony indywidualnie. Oznacza to, ze pojazdéow powinno by¢ tyle, ilu
klientow. Wowczas kazdy pojazd pokonuje tras¢ z punktu Ly do swojego klienta
i z powrotem. Laczny czas trwania dostaw wynosi wtedy:

2= (ty+1,) (5.23)
=1
Rozpatrujac kolejno dwoch odbiorcéw i oraz j, ktérych mdglby obstuzyé

jeden pojazd w ramach calej trasy, mozna wyliczy¢ taczny czas trwania dostaw
przy indywidualnej obstudze wedtug wzoru:

to= (toi + tio) + (toj T tjo) (5.24)

Rysunek 5.8. Indywidualna obstuga dwéch odbiorcéw

Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Jesli w miejsce dwoch odrebnych tras rozwazymy jedna wspdlng od 0 do
i potem do j i z powrotem do 0, wowczas czas obstugi wynidstby:

t = to;i Tt T tjo (5.25)

Rysunek 5.9. Potgczenie obstugi dwoch odbiorcéw

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Obliczajac roéznicg czasdw, otrzymujemy:
S = to—t;=tjp + tgj - tij (526)

Dodatnie wartosci réznicy s; oznaczajg, ze sumaryczny czas indywidual-
nej obstugi trwa dhuzej niz czas obslugi w ramach potaczonej trasy. Wartos¢ ta
okresla wielko$¢ zaoszczedzonego czasu. Ujemne wartosci s;; 0znaczajg ujemng
oszczednosé, tzn. ze tras indywidualnych nie powinno si¢ tgczy¢.

Rysunek 5.10. Graficzne odzwierciedlenie dwdch tras dostaw do dwoch odbiorcow
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Zrodto: Opracowanie wiasne.
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Uogodlniajac powyzsze rozwazania, wezmy pod uwage przypadek dwoch
tras H; =[0, h, ..., 1, 0] oraz H, = [0, j, ..., k, 0]. W kazdej z tych tras wyrdzniono
dwdch klientow, ktorzy sa obstugiwani jako pierwsi (h,j) oraz dwoch, ktdrzy sa
obstugiwani jako ostatni (i,k). Mozna ich nazwa¢ odbiorcami krancowymi w swo-
ich trasach. Pozostali to odbiorcy posredni. Potaczenie tras w jedna spowoduje,
ze po odwiedzeniu klienta z pierwszej trasy (kiedy to powinien nastgpi¢ powrot
do punktu startu) nastgpuje wizyta u pierwszego klienta drugiej trasy i kontynua-
cja odwiedzin zgodnie z wytyczong druga trasa. Wskazanie trasy H; i H, na
rysunku 5.10. ma jedynie znaczenie ilustracyjne, podobnie jak zaznaczone strzatki.

Nowa trasa H* =[0, h, ..., 1, ], ...., k, 0] wymaga realizacji dostaw o tacz-
nej tadownosci:

b(H*) = b(H,) + b(H.) (5.27)
a czas jej przejazdu wynosi:
t(H*) = t(H;) + t(Hy) — to; — to; + t; = t(H;) + t(Hy) — s (5.28)

Gdy nastapi skrdocenie tacznego czasu przejazdu i beda zachowane wa-
runki dopuszczalnosci przejazdu:

b(H*) < Q oraz t(H*) < T (5.29)

to tras¢ H* uznamy za oszczgdng. Wraz z oszczgdnoscig czasu przejazdu
zmniejsza si¢ liczba srodkow transportu, gdyz w miejsce dwoch mozna wysytacé
na tras¢ tylko jeden pojazd. Liczba tras bedzie rOwnoznaczna z liczba pojazdéw
potrzebnych do obstugi klientoéw. W konsekwencji przedsigbiorstwa powinny
dazy¢ do taczenia tras, tak by mozna bylo osiagnaé¢ korzysci kosztowe. Dla ta-
twiejszego zrozumienia problematyki oszczgdnosciowego taczenia tras rozpa-
trzmy zadanie.

Przyjmijmy, ze znane s3 czasy przejazdow t;, i, j=0,1,...,n, na podstawie
ktorych obliczane sa potencjalne oszczgdno$ci czasowe s Te nalezy uporzad-
kowa¢ malejaco, odrzucajac wezesniej wszystkie s; < 0.

Jako zalozenie startowe przyjmujemy zindywidualizowang obstuge od-
biorcow, co oznacza, ze do obstugi kierujemy » pojazdéw i dopuszczamy » tras.
Dalsze postgpowanie odbywa si¢ w kolejnych iteracjach, uwzgledniajac jednak
szczegollne przypadki.

1. W pierwszym kroku dla max {s;} wskazujemy numery odbiorcéw. W przy-
padku gdy zbidr numerdw jest pusty — konczymy postgpowanie. Wyrdz-
nione trasy, a tym samym wskazana liczba §rodkdw transportu stanowig
propozycj¢ rozwiagzania.
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2. W kroku drugim ustalamy, jaka pozycje zajmuja odbiorcy i oraz j w swych
trasach; podejmujemy decyzje o ewentualnym potaczeniu tras. Tutaj moz-
liwe sa trzy przypadki:

e Przypadek I — Parametry i oraz j nie sg odbiorcami nalezacymi do jed-
nej grupy odbiorcéw obstugiwanych wspdlnie, co §wiadczy o tym, ze
sg obstugiwani indywidualnie. Wéwczas nalezy utworzy¢ grupe {i, j}
i sprawdzi¢ czy trasa [0, 1, j, 0] spelnia warunki dopuszczalnosci prze-
wozu. Gdy wspomniane warunki sg spelnione, wowczas nalezy utwo-
rzy¢ trasg [0, 1, j, 0]. W przypadku przeciwnym powinno si¢ skresli¢ s;
z listy 1 przejs¢ do kolejnego wskaznika oszczgdnosci.

e Przypadek 1T — Jesli i nalezy do pewnej grupy, a odbiorca j jest obstu-
giwany indywidualnie, nalezy zwrdci¢ uwage na miejsce odbiorcy i na
trasie. I tak, jezeli odbiorca 7 jest odbiorcg posrednim, to nie nalezy 13-
czy¢ tras. Natomiast w przypadku, gdy odbiorca i jest odbiorcg kran-
cowym, nalezy sprawdzi¢, czy dotaczenie odbiorcy j do trasy nie naru-
szy warunkow dopuszczalnosci przewozu. Przy spelnionych warun-
kach przewozu odbiorce j mozna dolgczy¢ do trasy, w ktorej znajduje
si¢ odbiorca i, ale odbiorca j bedzie dotaczony przed odbiorce i, jesli
ten wystgpowal w trasie jako pierwszy, czyli trasa ma postaé [0, j,
i, ..., 0]. Odbiorca j natomiast bedzie dotgczony za odbiorcg i, jesli ten
wystepowal jako ostatni w trasie [0,..., i, ,0].

e Przypadek III — Odbiorcy nalezg do réznych tras, i nalezy do H, a od-
biorca j do Hy. W tym przypadku polaczenie ma sens, jesli obaj odbiorcy
sg krancowymi, a po polaczeniu tras spelnione sg warunki przewozu.

3. W trzecim kroku po potaczeniu tras wykresla si¢ te, ktére zostaly pota-
czone, a do zbioru tras dotgcza si¢ nowa powstata po potaczeniu. W ten
sposob ulega redukeji liczba pojazdow przewidywanych do obstugi klien-
tow. Rozpatrzona warto$¢ s;; zostaje wykreslona, a w postgpowaniu nalezy
przejs$¢ do kolejnej iteracji.

Dla zobrazowania metody oszczgdnosci faczenia tras rozwazmy znany juz
przyktad firmy kurierskiej, ktéra ma swdj magazyn w Opolu, a jej odbiorcy zlo-
kalizowani sa3 w roznych miejscach wojewodztwa opolskiego. W tabeli 5.2.
przedstawiony jest czas przejazdu migdzy miejscowosciami w minutach oraz
wielkos$¢ dostawy do danej miejscowosci z magazynu. Jednostka dostawy jest
paczka. Podstawowa jednostka transportowsa jest samochdd mogacy przewiezé
Q = 30 paczek produktéw, a czas przebywania kierowcy w trasie nie moze prze-
kroczy¢ T = 3 godziny, czyli 180 minut.

Zakladamy, ze mamy okreslony czas przejazdu migdzy kazdymi dwiema
miejscowosciami, nawet gdy nie ma miedzy nimi bezposredniego potaczenia.
Z mapy potlaczen (rysunek 5.1.) mozna odczytaé, ze z Opola do Kedzierzyna-Kozla
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mozna dojecha¢ przez Krapkowice albo przez Strzelce Opolskie. Pierwsza trasa
ma czas przejazdu 31 + 31 = 62 min, natomiast druga 35 + 25=60 min. W tabeli
czasow przejazdu uwzgledniana jest krotsza, druga trasa.

Tabela 5.2. Czas przejazdu w rejonie dystrybucji

opole | Nysa | KR | R cori | Opaiskie | B9 |
0 1 2 3 4 5
Opole 0 0 54 31 57 35 46 0
Nysa 1 54 0 56 77 67 49 8
Krapkowice 2 31 56 0 29 25 52 7
Kedzierzyn-Kozle | 3 57 77 29 0 25 75 14
Strzelce Opolskie | 4 35 67 25 25 0 48 6
Brzeg 5 46 49 52 75 48 0

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Wyznaczamy teraz macierz S, ktdrej elementy okres$lone sa wzorem 5.27.
Nastepnie nalezy wybra¢ wartos¢ maksymalng max {s;} i odczyta¢ wskazania
numerdw odbiorcow. Jezeli zbidr tych wartodci jest pusty — postgpowanie si¢

konczy.
Tabela 5.3. Macierz S dla przewozéw w rejonie dystrybucji
opole | Nysa | KR | N cosle | Opolske | B8

0 1 2 3 4 5
Opole 0 0 0 0 0 0
Nysa 1 0 29 34 22 51
Krapkowice 2 0 29 0 59 41 25
Kedzierzyn-Kozle | 3 0 34 59 0 67 28
Strzelce Opolskie | 4 0 22 41 67 0 33
Brzeg 5 0 51 25 28 33 0

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Dla przyktadu, na podstawie wzoru 5.27, wyliczone zostang 3 dowolne

wartosci sj:

S =t tt—tn= 54+ 31 -56=29
Sz4=t20+t40—t24=31 +35-25=41

S35 =130 ttsp —t35 =57 +46—-75=28
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Z uzyskanych wartosci s;; nalezy utworzy¢ cigg malejacych wartosci (na-
lezy uwzgledni¢ tylko wartosci dodatnie):

67>59>51>41>34>33>29>28>25>22
34> S23 > S5 > 824> 813 > S45 > S12> S35 > S14

Rozwiazaniem startowym jest indywidualna obstuga kazdego z klientow,
co oznacza, ze powinni§my dysponowaé 5 samochodami. W kolejnych itera-
cjach bedziemy sprawdzac, czy mozna zmniejszac liczbg tras 1 tym samym licz-
be samochodow.

ITERACJA 1

Z uzyskanych wartosci s;j mamy, ze max {sjj}=ss4= 67. Zaréwno odbiorca 3,
jak i 4 sa obstugiwani indywidualnie, a wigc mozna wziaé pod rozwage trasg
H=[0, 3, 4, 0]. Nalezy sprawdzié, czy trasa ta spetnia warunki dopuszczalno$ci
przewozu okreslone wzorem 5.30. Mamy zatem:

T =130+ t34 +t4o =57 + 25+ 35 =117 < 180 — dopuszczalny czas przewozu
b=14+6 =20 <30 — fadownos¢

Trasa spetnia warunki dopuszczalnosci. Przyjmujemy zatem: H,=[0,6,7,0].

ITERACJA 2

Kolejng wartoscia s;;, jaka trzeba rozwazy¢, jest sp; = 59. Odbiorca nr 3
nalezy do drogi H; i jest odbiorcg krancowym, a w szczegdlnosci jest odbiorca
pierwszym, natomiast odbiorca nr 2 jest obstugiwany indywidualnie. Mozna
rozpatrywacé trase¢ H,=[0, 2, 3, 4, 0]. Dla tak utworzonej trasy mamy:

T=31+29+25+35=120<180
b=7+14+6=27<30

Odbiorca 2 jest dotaczony do trasy i otrzymujemy ostatecznie H; = [0, 2,
3,4,0].

ITERACJA 3

Kolejno mamy s;s=51. Zardwno odbiorca 1, jak 1 5 sa obstugiwani indy-
widualnie i zaden z nich nie nalezy do trasy H,. Rozpatrywana moze by¢ trasa
H=[0, 1, 5, 0], dla ktérej otrzymano:

T=54+49+46=149 <180
b=8+5=13<30
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Zatem oba warunki dopuszczalnosci trasy sa spetnione, mozna przyjaé, ze
H,=[0, 1, 5, 0].
Poniewaz lista mozliwych oszczednosci zostata wyczerpana, nalezy stwier-
dzi¢, ze zasadnymi sg:
H, =10, 2, 3, 4, 0] dla ktorej T = 120 min, b = 27 paczek
H, =10, 1, 5, 0] dla ktérej T = 149 min, b=13 paczek.

Obydwie trasy wyznaczone s3 na rysunku 5.11.

Rysunek 5.11. Optymalne trasy dowozu przesytek z magazynu firmy kurierskiej
do odbiorcow
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Zrédto: Opracowanie wiasne.
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5.3. Problemy optymalizacji sieci dostaw

Najwazniejszym problemem w kazdej sieci dystrybucji jest zachowanie
wysokiej jakosci produktéw przez nig przeptywajacych oraz ich dostarczenie do
odbiorcéw w jak najkrétszym czasie. Optymalizacja dziatania sieci dystrybucji
polega na analizie posiadanych zasobow magazynowych i srodkéw transportu
oraz calej infrastruktury, a nastgpnie na analizie kosztow oraz poprawie jakosci
samej dystrybucji. Optymalizacja sieci dystrybucji odbywa si¢ poprzez tworze-
nie nowych sieci lub modernizacje juz istniejgcych. Ma to na celu nie tylko ob-
nizenie kosztow dystrybucji, ale takze popraweg bezpieczenstwa, terminowosci
dostaw, wzrost konkurencyjnosci i optymalizacje wizerunku sieci, a takze rze-
telne i sprawne dostarczanie towardéw. Decyzje dotyczace struktury sieci dystry-
bucji maja znaczenie strategiczne i dtugoterminowe konsekwencje. Wybor kon-
kretnego rozwiazania niejednokrotnie wigze przedsigbiorstwo dlugofalowo,
gdyz projektowanie sieci jest zadaniem ztozonym i skomplikowanym. Witasciwe
uksztattowanie sieci dystrybucji determinuje liczbe obiektéw sieci, ich lokaliza-
cj¢, wielko$¢, funkcje, zakres oraz sprawnos$¢ przeptywu zapaséw i informacji.
Gospodarka rynkowa wymusza na podmiotach gospodarczych tworzenie wiclu
réznych form organizacyjnych sieci dystrybucji. Sg one zalezne od specyfiki
obstugi klientéow rozproszonych i skupionych, a takze od czynnikéw ekono-
micznych charakterystycznych dla dzielnic, malych, srednich miast oraz wiel-
kich aglomeracji o ztozonych potrzebach logistycznych. Determinuje to potrzebe
wilasciwego, pod wzglgdem poziomu i ztozonosci zadan oraz funkcji, doboru
obiektow dystrybucyjnych, w tym magazynoéw, hurtowni, centréw logistycz-
nych. Wybor odpowiedniej struktury sieci dystrybucyjnych powinien by¢ po-
dyktowany nie tylko wzglgdami przestrzennymi, technicznymi, technologicz-
nymi, lecz takze wymogami ekonomicznymi.

Jednym z wazniejszych zadan optymalizacji sieci jest obliczanie przepu-
stowosci tras w sieci polaczen drog. Zagadnienie to jest wykorzystywane do jak
najlepszego planowania tras przewozu oraz ustalania maksymalnego przeptywu
sieci na danej trasie. Jednym z algorytméw stuzacych do wyznaczania maksy-
malnej przepustowosci tras jest algorytm Forda-Fulkersona, ktory opiera si¢ na
twierdzeniu o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju. Twierdzenie
to brzmi: ,,Dla dowolnego grafu G minimalny przekrdj i maksymalny przeptyw
majg taka samg warto$¢”. Metoda ta w gtownej mierze opiera si¢ na znajdywa-
niu kolejnych Sciezek z poczatkowego do koncowego wierzcholka grafu. Przed
wlasciwym omdwieniem algorytmu nalezy przedstawié kilka pojeé podstawo-
wych, ktore ze wzgledu na podrecznikowy charakter ksigzki sa omowione
w dos$¢ okrojonej postaci.

Siecig przeptywowa nazywamy graf skierowany G = (V, E), w ktorym
kazda krawedz (u, v) € E ma przyporzadkowang nieujemna przepustowosé
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c(u, v) = 0. Jezeli (u, v) € E to przyjmujemy, ze c(u, c) = 0. W sieci wyr6zniamy
dwa wierzchotki: zrédto (s € V) oraz ujscie (t € V).

Niech G = (V, E, ¢, s, t) bedzie siecig. Przeplywem w sieci G nazywamy
kazda funkcje f: V x V — R spelniajaca nastgpujace warunki:

1) Ayvevf(u,v) < c(u,v) [warunek przepustowosci] (5.30)
2) Ayvev f(u,v) = —f(v,u) [warunek skosnej symetrii] (5.31)
3) Auvevis,t Zuev f(u,v) = 0 [warunek zachowania przeptywu] (5.32)

Wartoscig przeptywu f nazywamy liczbe:
Ifl = Xvevf(s,v) (5.33)

Mamy dana sie¢ G = (V, E, c, s, t) oraz przeptyw f w G. Dla dowolnych
u, v € V definiujemy c; (u, v) = c(u, v) — f(u, v) > 0. Funkcje ¢s: V x V - R
nazywamy przepustowoscia residualng. Sie¢ Gy = (V, E¢, c¢, s, t) nazywamy
siecig residualng sieci G wyznaczong przez f.

Niech G = (V, E, ¢, s, t) bedzie siecig, za$ f — przeptywem. Sciezke po-
wigkszajaca dla f nazywamy dowolna droge z s do t w G¢ . Przepustowoscia
residualng $ciezki p nazywamy liczbe c; (p) = min{c¢ (u, v); (u, v) € p}. Prze-
pltyw f jest maksymalny w G wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje $ciezka po-
wigkszajaca w G.

W algorytmie Forda-Fulkersona zakltadamy, ze mamy dana sie¢ G = (V,
E, c, s, t). Wynikiem w algorytmie jest maksymalny przeptyw f w sieci G.

1. Auvevxy podstawiamy f(u,v) =0
2. Dopoki istnieje $ciezka powigkszajaca w Gy wykonujemy nastepujace czyn-

nosci:
a) ¢ (p) = min{ce (u, v); (u, v) € p} (5.34)
b) dla kazdej krawedzi (u, v) € p wykonujemy:
(*) f(u, v) :==1(u, v) + ¢t (p) (5.35)
(**) f(v, u) :=—f(u, v) (5.36)

¢) skonstruuj nowa sie¢ residualng Gg
3. Koniec algorytmu. Otrzymujemy wynik: f.

Zastosowanie opisanego algorytmu przedstawimy na przyktadzie. Zatézmy,
ze kurier jedzie z Opola do Zigbic, ale po drodze musi zabra¢ przesyitki z 4 ma-
gazynow. Potencjalne trasy przejazdu oraz wielko$ci przepustowosci przedstawione
sa na rysunku 5.12. Wyruszajac z Opola, kurier moze wybra¢ jedna z dwoch tras:
Opole — Kedzierzyn-Kozle — Krapkowice — Nysa — Zigbice lub Opole — Krap-
kowice — Kedzierzyn-Kozle — Nysa — Zigbice. Kierujac si¢ wartoscia maksymal-
nego przeptywu, powinien wybracé t¢ trase, dla ktérej przeplyw bedzie wigkszy.
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Rysunek 5.12. Potencjalne trasy przejazdu z glbwnego magazynu w Opolu do finalnego
odbiorcy w Ziebicach wraz z zaznaczonymi wielko$ciami przepustowo$ci
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Zrédto: Opracowanie wiasne.
Rozwazajac trase pierwsza, mamy kolejne wartosci przepustowosci:
60, 20, 30, 50

z wartosci tych nalezy wybra¢ najmniejsza (w rozwazanym przykladzie
jest to 20) i odjac ja od kazdej przepustowosci:

60 -20=40
20-20= 0
30-20=10
50-20=30

Wsrod uzyskanych liczb (poza zerem, ktdre przepisujemy) ponownic wy-
bieramy najmniejsza (jest nig 10) i odejmujemy ja od uzyskanych wynikow:

40-10=30
0

10-10= 0

30-10=20

Procedur¢ powtarzamy tak dtugo, az wszystkie uzyskane roznice beda ze-
rami. Zatem w kolejnym kroku najmniejsza liczbg bedzie 20, a réznice wyniosa
odpowiednio:
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30-20=10
0
0
20-20= 0
Ostatnia liczba, jaka nam pozostata to 10, ktorg odejmujemy i otrzymujemy:
10-10= 0
0
0
0

Postepowanie zakonczyto si¢, mozna przystapi¢ do wyliczania maksy-
malnej przepustowosci. Na trasie pierwotnej najmniejszg wartoscig byto 20. Po
pierwszym odjeciu, najmniejszg liczbg byto 10, po drugim odjeciu, 20 i po
ostatnim ponownie 10. Teraz te wszystkie najmniejsze liczby, po kolejnych od-
jeciach, nalezy dodac, a otrzymamy wynik jest maksymalnym przeptywem w sieci
na trasie Opole — Zigbice:

20+10+20+10=60

Maksymalny przeptyw w sieci na trasie Opole — Kedzierzyn-Kozle — Krap-
kowice — Nysa — Ziebice wynosi 60.

Postepujac analogicznie, mozna sprawdzi¢, ze maksymalny przeptyw na
trasie Opole — Krapkowice — Kedzierzyn-Kozle — Nysa — Zigbice wynosi 40.
Poniewaz metoda zaktada maksymalizacje przeptywu, kurier powinien wybrac
trase z wigkszymi mozliwosciami, czyli tras¢ Opole — Kedzierzyn-Kozle —
Krapkowice — Nysa — Zigbice.

Czas wykonywania metody Forda-Fulkersona zalezy od wyboru $ciezki.
Pamigta¢ nalezy, ze zly jej wybor moze doprowadzi¢ do niezakoniczenia si¢
algorytmu. Jezeli przeplyw jest maty, algorytm dziata szybko, choé i w takich
sytuacjach moze wystapi¢ konieczno$¢ wykonywania szeregu iteracji.



