Rozdzial 111 Cztery typy plaskiej anizotropii na
przykladzie modelu kompozytu wldoknistego
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1. Kompozyty wlokniste

Materialy kompozytowe powstale przez zbrojenie wiltoknami izotropowej matrycy sg
obecnie powszechnie stosowane w technice [3]. Typowymi kompozytami wioknistymi sg
materiaty o osnowie polimerowej. Funkcj¢ osnowy pelnig zwykle zywice syntetyczne (np.
zywice epoksydowe lub poliestrowe), widkna za$ sg najczesciej szklane, weglowe, borowe
i organiczne. Celem wprowadzenia wiokien do osnowy jest zwigkszenie sztywnosci i wytrzy-
matos$ci materiatu. Zasadniczym warunkiem uzyskania zamierzonych wtasciwosci kompozytu
jest dobre zwigzanie ze sobg jego komponentéw. Ta pozadana cecha bedzie punktem wyjscia
do dyskusji najprostszego modelu teoretycznego kompozytu widknistego. Dodatkowo nalezy
zaznaczyC, ze ograniczenia technologiczne odno$nie sposobu produkcji kompozytow
wloknistych sprawiaja, ze elementy konstrukcyjne wykonane z tego typu materiatow sa
zazwyczaj tarczami, ptytami albo powlokami. Uzasadnione jest wiec ograniczenie
szczegblowe] analizy 1 podstawowych cech prezentowanego modelu do tzw. zagadnien
ptaskiego stanu napr¢zenia.

Rozwazane sg tylko liniowo-sprezyste relacje konstytutywne wyidealizowanego modelu
kompozytu widknistego. Na przyktadzie tego prostego modelu mozliwa jest dyskusja i inter-
pretacja rozwazan teoretycznych dotyczacych symetrii ptaskich podwdjnie symetrycznych
tensoréw czwartego rzedu (tzw. tensorow Hooke’a), por. np. [1,4,9]. W pracy [1] po raz pier-
wszy udowodniono, ze plaski tensor Hooke’a opisuje tylko cztery rézne grupy symetrii
materiatu, tj. anizotropig, ortotropi¢, symetri¢ regularng oraz izotropi¢, patrz takze rozdziat II.
Wszystkie te przypadki zostang zilustrowane na przyktadzie izotropowej matrycy zbrojonej
jedna lub kilkoma rodzinami widkien utoZzonych pod ré6znymi katami wzgledem siebie.

2. Model przestrzenny - izotropowa matryca zbrojona jedna rodzina
wlokien

Modelowany kompozyt sktada si¢ z izotropowej matrycy i wiokien. Niech p oznacza
udzial objetosciowy wiokien w reprezentatywnej objetosci kompozytu. Zalozono peina
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przyczepno$¢ migdzy widknami a matryca. Dodatkowo przyjeto, ze widkna ,,pracuja”
jednowymiarowo, tzn. tylko wzdhuz wektora m , ktory jest wersorem zgodnym z kierunkiem
utozenia wiokien w matrycy. Oznacza to, ze jednostkowa energia sprezysto$ci nagromadzona
we widknach kompozytu w funkcji tensora odksztatlcen kompozytu jest nast¢pujaca:

W, = % E,(m.em) = % E, (treM)” . (2.1)

We wzorze (2.1) E, oznacza modut Younga widkna, za§ M=m®m i moze by¢

interpretowany jako tensor struktury, [2]. Wobec tego jednostkowa energia sprezystosci
kompozytu ma nastgpujaca postac

W =(1- pW,, + pW,, (2.2)

gdzie W,, jest jednostkowa energia spr¢zystosci w izotropowej matrycy i wyraza sig
nastgpujacym wzorem:

E v 2
W, =——M M (tre)” +tre® |. 2.3
" 2(vy, +1){(1—2VM )( ) } 23)
We wzorze (2.3) E,, 1 v,, oznaczaja odpowiednio modut Younga i statag Poissona materiatu
matrycy. Relacje konstytutywng rozpatrywanego kompozytu otrzymamy rézniczkujac (2.2)
po uprzednim podstawieniu (2.1) 1 (2.3) wzgledem tensora odksztatcen. Otrzymamy wtedy:

G = Erilv—Mp){g + (1_V2'\AVM )(trs)l }+ PE, (treM)M . (2.4)

W celu uproszczenia notacji dalej wprowadzono nastgpujace oznaczenia : E=E,,, v=y,,
I E, =nE.

Zauwazmy, ze grupg symetrii kompozytu opisanego relacja (2.4) jest tzw. ,,ptaska” grupa
ortogonalna O(2) (tzn. grupa SO(2) tj. wszystkich obrotow wzgledem osi m oraz odbicia
lustrzanego wzgledem plaszczyzny o normalnej m 1 ztozen obrotéw z odbiciem lustrzanym).
Z (2.4) wynika, ze kierunki gldéwne wartosci wlasnych tensora naprezenia 1 odksztalcenia nie
sa zgodne 1 s3 modyfikowane przez wyraz z tensorem M. W plaszczyZznie prostopadiej do
wldkna kompozyt ma izotropowe wilasnosci sprezyste.

Poniewaz dziatania: §ladu tensora, nasunigcia tensoréw oraz iloczynu tensorowego sa
operacjami liniowymi, to relacje konstytutywng (2.4) mozna napisa¢ w rGwnowaznej postaci,
wprowadzajac tensor czwartego rz¢du C nazywanym tensorem sztywnos$ci materiatu:

¢=Ceg, (2.5)
gdzie

c:E(i_ p)(1+ Y I®I)+ PEEM®M = (1- p)C,, + pPPEM M . (2.6)
1+v 1-2v

3. Plaski stan naprezenia, matryca zbrojona kilkoma rodzinami wlokien

W przypadku ptlaskiego stanu naprezenia (PSN) witokna kompozytu rozmieszczone sa
W reprezentatywnej objetosci o jednym stalym wymiarze h, ktory jest grubos$cig warstwy
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(tarczy PSN). Wobec tego, bedziemy stosowali pojecie udziatlu powierzchniowego rodziny
widkien (albo bedziemy moéwili krotko stopien zbrojenia) w reprezentatywnej powierzchni
kompozytu. Jednostkowg energi¢ sprezystosci nagromadzong w danej n-tej rodzinie widkien
kompozytu utozonych w kierunku o wersorze m,,, analogicznie do (2.1), mozemy wyrazi¢

nast¢pujacym wzorem:

S 1 _—
W, = 2EZn(m &m, ) =EEZn (trsMn)Z, (3.1)
w ktorym E,, oznacza modul Younga danych wiokien, za§ M, =m_ ®m,. W ogolnosci
mozemy przyjaé, ze zadane jest pole wersorow jednostkowych mn(x), gdzie wektor X

okresla polozenie punktu rozpatrywanej warstwy wzgledem wybranego ukladu
wspotrzednych. Pozioma kreska nad literg rdzeniowa oznacza, ze wektory albo tensory sa
plaskie. Dana rodzina wildkien ma okre§lony stopien zbrojenia t, (z reguly t 6 <<1).

N

Zaktadamy, ze t= Ztn <1. Wobec tego jednostkowa energia sprezystosci kompozytu ma
n=1

postac:

N
WPSN =(1_t)NMPSN +ZthZn ' (3.2)
=1

gdzie W,y jest jednostkowa energia sprezystosci izotropowej matrycy w przypadku PSN.
Relacje konstytutywna kompozytu mozna napisa¢ w postaci analogicznej do (2.5):

6 =Cps\ €, (3:3)
gdzie
J— J— p— —_ N R —_
Couy = (Ii(—lv)tz)(V1+(1_V)I®I)+ > LEM, &M, (3.4)

W zwigzku odwrotnym do (3.3) wystepuje tensor podatnoéci: Spq = Crey - ZWiazki miedzy
tzw. ,,stalymi technicznymi sprezystosci” a tensorem podatnosci podano w pkt.5.

4. Grupy symetrii materialu

Grupa symetrii kompozytu widknistego o tensorze sztywnosci (3.4) definiujaca rodzaj jego
anizotropii zalezna jest tylko od iloczynu tensorowego tensorow M, , poniewaz osnowa jest
izotropowa. W zaleznosci od liczby rodzin widkien oraz ich wzajemnego ulozenia mozna
pokaza¢ wszystkie typy symetrii jakie rozroznia tensor sztywnos$ci czwartego rzedu w zaga-
dnieniach ptaskich, por. rys.4.1. Pokazane na rysunku typy symetrii odpowiadajg wszystkim
czterem mozliwym typom anizotropii materiatdéw o liniowych wtasnosciach sprezystych, tzn.:
a) pelnej anizotropii, b) ortotropii, ¢) symetrii regularnej i d) izotropii. Interpretacje, zgodne
z kompozytem wg modelu (3.4), podano w najprostszym przypadku gdy E, =nE.
Anizotropii odpowiada na rys.4.1a kompozyt z dwiema rodzinami wtokien, ktore ,,przecinaja”
sie pod katem 7/4. Jezeli dwie rodziny widkien o roznym stopniu zbrojenia ,,przecinajg” si¢
pod katem 7/ 2, to kompozyt jest materiatem ortotropowym, rys.4.1b. Dwie rodziny widkien
0 tym samym stopniu zbrojenia, ktore ,,przecinaja” si¢ pod katem 7/2, tworzg kompozyt
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0 symetrii regularnej (symetrii kwadratu wzgledem grupy obrotow), rys.4.1c. Cztery jedna-
kowe rodziny widkien o tym samym stopniu zbrojenia, ktore przecinajg si¢ jak na rys. 4.1d
tworza kompozyt izotropowy (o symetrii kota).

a) b) ¢) d)
[ [/
[ [ [/
/[ /]
<]
y A

Rysunek 4.1. Typy symetrii tzw. ptaskich tensoréw Hooke’a (wiersz gorny) oraz odpowiadajace tym
typom symetrii kompozyty widkniste wg modelu (3.4) (wiersz dolny): a) anizotropia, b)
ortotropia, ¢) symetria regularna i d) izotropia

a) b) c)
[ /]
[ [ ][]
/[ [ ]
[ [/
L4 [
d) e) 1)

Rysunek 4.2. Przyktady kompozytéw o izotropowej matrycy zbrojonej widknami: a) i b) materiat
ortotropowy, d) i ) materiat o symetrii regularnej, f) materiat izotropowy, ¢) material
anizotropowy. Na rys. a i d-e w kompozycie wystepuja identyczne rodziny wiokien,
natomiast w przypadkach b-c rodziny wtdkien moga by¢ rdzne, tzn. mogg réznic si¢
stopniem zbrojenia i sztywnoscig.

Podane na rys.4.1 przyktadowe ilustracje wymienionych typéw symetrii w postaci
kompozytow wioknistych nie sg oczywiscie jedynymi mozliwymi. Na przyklad ortotropii
rys.4.1b odpowiada takze kompozyt widknisty z jedng rodzing widkien albo np. kompozyt
z dwoma rodzinami wildokien prostopadtych o rdéznym stopniu zbrojenia (albo rdéznych
modutach sztywnos$ci wtokien), por. rys.4.2.

5. Interpretacja i ograniczenia modelu

Interpretacja prezentowanego modelu kompozytu wymaga przytoczenia podstawowych
zaleznos$ci migedzy sktadowymi tensora podatnosci i1 tzw. ,,stalymi technicznymi sprezystosci”.
Pamietajac, ze wektory M | N S3 wersorami wzory te mozna przedstawi¢ w nastgpujacej
postaci:

a) modut Younga w dowolnym kierunku m,

1

@)

=(M®n)S,, . (A®n), (5.1)
b) wspotczynniki Poissona,
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- =— =(mM®m)S,,, (A®n), m-n=0, (5.2)

¢) moduty $cinania,

1 1
= =4m®n)S,,,(m®n) m-n=0. 5.3
G(E,ﬁ) G(ﬁ,ﬁ) ( ) PSN ( ) ( )
W przypadku matrycy zbrojonej jedng rodzing wiokien, ktérych kierunek zgadza sig

Zjedng z osi uktadu wspotrzednych, reprezentacja tensora sztywnosci (3.4) w tensorowe;j
bazie ortonormalnej jest nast¢pujaca:

t
1+—77(l—v2) v 0
_ 1-t
EQL-1) v 0 |. (5.4)

1_ 2
v 0 0 1-v

CPSN -

Tensor sztywnosci (5.4) jest tensorem dodatnio okreslonym jezeli spelnione sg ograniczenia
na dodatniag okreslonos$¢ tensora sztywnos$ci materialu matrycy oraz m>0 i te [0,1).
Przypominamy, Ze tensor sztywnosci izotropowego materialu PSN jest dodatnio okre§lony
jezeli E>Q0 i1 ve (—Ll). Kompozyt ma symetri¢ prostokata ze wzgledu na plaskie obroty.
W przypadku PSN materiat anizotropowy o wymienionej symetrii nazywany jest materiatem
ortotropowym. Przypominamy, ze w przypadku PSN i dowolnego materialu ortotropowego
mamy nastgpujacy odwrotny zwigzek Hooke’a (Kierunki glowne ortotropii sg zgodne
Z kierunkami uktadu wspotrzednych):

1 va oy
& El 1EZ 011
V.
i (5.5)
\/5512 1 \/5(712
0 0
i 2G,,

Porownujac odwrotno$¢ macierzy (5.4) z (5.5) otrzymamy wzory 1 interpretacje technicznych
statych sprezystosci rozpatrywanego kompozytu:

E, =E[0l-t)+tn], E,= El+(lli:,);(r1tnv2), Gy, :(1_t)2(lliv) :

(5.6)

_ _ 1%
Vo=V, Vi = '

t
1+ Eﬂ(l—vz)

gdzie n=E, /E. Takze wzory (5.6) pokazuja, ze otrzymany kompozyt jest szczegdlnym
przypadkiem materialu ortotropowego. Zauwazmy, ze jezeli t=0 albo n=1, to z (5.6)

otrzymamy techniczne state sprezystosci materiatu izotropowego, co potwierdza formalng
poprawnos¢ zaproponowanego modelu kompozytu. Zauwazmy jednak, ze wartosci t bliskie
jednosci prowadza do nierealistycznych przewidywan cech sprezystych kompozytu, gdyz
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moduty E, i G,, daza do zera, co oczywiscie wynika z przyjetego zatozenia (2.1). Ze wzoru
(5.6)1 wynika, ze rozciagajac materiat w kierunku zgodnym z ulozeniem wldkien
obserwujemy wzrost sztywnosci kompozytu w stosunku do materialu izotropowego osnowy.
Wazrost sztywnosci wystepuje jezeli m>1 1 jest tym wigkszy im wigkszy jest stopien
zbrojenia 1 wigkszy modut Younga widkna w stosunku do modutu Younga osnowy.
Zmniejszenie sztywnosci wystepuje gdy ne(O,l). Wiokna w tym tescie ,,pracuja” tylko
jednowymiarowo gdyz wyznaczony wspolczynnik Poissona  (5.6); jest réwny
wspotczynnikowi Poissona matrycy. Poniewaz w typowych materiatach izotropowych mamy
v >0, to ze wzoru (5.6); i m>1 wynika, ze w teScie rozciggania wykonywanym w kierunku
prostopadtym do wtokien mozemy zaobserwowac spadek sztywnos$ci kompozytu w stosunku
do materiatu osnowy. Podkreslamy, ze zaproponowany model kompozytu widknistego jest
bardzo uproszczony i jego podstawowym ograniczeniem stosowalnosci jest warto$¢ stopnia
zbrojenia, ktéra powinna by¢ znacznie mniejsza od jednos$ci, por. pkt.3. Zakres stosowalnosci
modelu powinien wobec tego wynika¢ z pordwnania przewidywan teoretycznych modelu
z wynikami badan do$wiadczalnych. Pelniejsza interpretacje pracy kompozytu w jedno-
rodnych stanach naprezenia i odksztalcenia otrzymamy analizujac wzory (5.1)-(5.3)
podstawiajac w nich tensor podatnosci rozpatrywanego kompozytu. Analiza tych wzoréw, to
bezposrednia interpretacja testow doswiadczalnych, gdzie wersor zgodny z wltoknami ma
nastepujaca postac:

m =cos¢b, +singb, . (5.7)

W (5.7) 51 [ l~)2 sa wektorami bazowymi wybranego uktadu wspotrzednych (opisuja
orientacje probki wzgledem maszyny wytrzymatosciowej). Podstawiajac (5.6) w (5.5)
otrzymujemy reprezentacje macierzowg tensora podatno$ci S, = Crsy, - Znajomo$¢ tensora
podatnosci pozwala poda¢ interpretacje modutow Younga, wspotczynnikéw Poissona 1 modu-
tow $cinania w podstawowych testach doswiadczalnych.

Z (5.5), (5.1)-(5.3) i (5.7) wynika, ze moduly Younga rozpatrywanego kompozytu,
w funkcji kata miedzy kierunkiem zadanego obcigzenia (rozciggania-Sciskania probki)
a kierunkiem widkien, sg nastepujace:

E((P) — 8(1_ t)[l + (n _1)t] ] (5.8)
E  8—tB+n(l+v)3v—5)-4ntll—v?)cos2¢ —nt(1+v)’ cos4e

Zauwazmy, ze z (5.8) wynikaja wzory (5.6)1,, tzn.. E(0)=E, oraz E(n/2)=E,.
Maksymalna warto$¢ modutu Younga (5.8) jest niezalezna od liczby Poissona matrycy
iwynosi E,, =E; (5.6)1, co odpowiada katom ¢ =0 i ¢ =m. Minimalne wartosci (5.8)
zaleza natomiast zarowno od wartosci kata ¢ jak 1 pozostatych charakterystyk
geometrycznych i mechanicznych kompozytu, por. rys.5.1. Analiz¢ wzoru (5.8) mozna
ograniczy¢ do ¢ [O, n/ 2], ze wzgledu na symetrie tensora sztywnos$ci kompozytu.

Z (5.5), (6.1)-(5.3) 1 (5.7) wynika, ze wspotczynniki Poissona sg nastepujace:

v(p) _ 8(1—t)v+nt(L+ vy —nt(l+v) cos4de (5.9)

E(o) 8(1—tfL+(n—1)t]

Z (5.9)1(5.8) wynikaja wzory (5.6)45. Analiz¢ wzoru (5.9) mozna ograniczy¢ do ¢ € [O, n/ 2],
ze wzgledu na posta¢ wzoru (5.8), por. takze rys.5.2.
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Jak wyzej ze wzorow (5.5), (5.1)-(5.3) i (5.7) wynika, ze moduly S$cinania
rozpatrywanego kompozytu z jedng rodzing wtokien sg nastepujace:

Glo) _ 20— t)fi+ (n—1)]
E (L+v)a-tld+n(v-3)]+ntlL+v)cosdp (5.10)

Aktualne sg takze uwagi dotyczace zakresu zmiennos$ci kata ¢. Porownanie
przyktadowych wykresow modutow Younga (5.8), wspotczynnikow Poissona (5.9) oraz
modutéw $cinania (5.10) w uktadzie biegunowym zamieszczono na rys.5.1, 5.2a i 5.2b. Na
rysunkach tych pokazano m.in. wptyw stopnia zbrojenia na wiasnosci efektywne kompozytu,
w przypadku gdy wspotczynnik Poissona osnowy wynosiv=1/3 oraz n=E, /E =10.
Wykresy zamieszczone na rys.5.1 i 5.2 potwierdzajg wczesniejsze jako$ciowe uwagi o rozpa-
trywanym modelu materiatu.

Rysunek 5.1. Wykresy modutéw Younga kompozytu, o izotropowej osnowie (v =1/3) z jedna
rodzing widkien o =10, przeskalowany przez modut Younga matrycy E((p)/ E:

linia gruba t =0 (materiat osnowy), linia o $redniej grubosci t=0.25, linia cienka
t=05

Na rysunku 5.1 widoczny jest wyrazny wplyw wzrostu stopnia zbrojenia na zwigkszenie
wartosci modulu Younga w kierunku wzdhuz wiokien 1 wyrazny spadek jego wartosci
w kierunku do wiokien prostopadtym. Jest to podstawowa cecha, z ktorej wynika ograniczona
stosowalno$¢ omawianego modelu teoretycznego kompozytu wioknistego do sytuacji gdy
t <<1.

a)

Rysunek 5.2. Wykresy: a) wspotczynnikow Poissona kompozytu V((p), b) modutéw $cinania
kompozytu G((p)/ E, o izotropowej osnowie (v=1/3) z jedng rodzing widkien o
parametrze m=10. Linia gruba t =0 (material osnowy), linia o $redniej grubosci
t =0.25, liniacienka t =0.5
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Wprowadzenie wiokien do osnowy powoduje spadek wartosci wspotczynnika Poissona w
sytuacji gdy rozciggamy probke z kompozytu w kierunku prostopadtym do wtokien, patrz
rys.5.2a. Wtedy wspotczynnik Poissona osigga w tym modelu kompozytu warto$¢ minimalng.
Maksymalna warto§¢ wspolczynnika Poissona jest zalezna od stopnia zbrojenia i od 1, co
wynika ze wzoru (5.9) i wystepuje przy rozcigganiu probki pod pewnym katem do wiodkien,
ktory takze zalezny jest od t i m, por. rys.5.2a. Dla danego: t i m, nalezy policzy¢
maksimum funkcji (5.9) wzgledem kata ¢ e [0,71/ 2]. Na rys.5.2b zamieszczone sg wykresy

moduldéw $cinania, z ktorych wynika, ze jezeli wtokno jest pod katem 7/4 w stosunku do
zadanych sit $cinajgcych, to sztywno$¢ kompozytu na Scinanie jest maksymalna. Minimalna
sztywnos$¢ na $cinanie wystepuje gdy widkna sg réwnoleglte (albo prostopadte) do zadanych
sit $cinajacych. Widzimy, ze jakosciowe przewidywania modelu teoretycznego w wymie-
nionych sytuacjach sa poprawne. Wnioskiem podstawowym z przeprowadzonej analizy jest
spostrzezenie, ze model teoretyczny jakoSciowo poprawnie oddaje sprezysto-liniowa
efektywna ,,prace” kompozytu wtoknistego przy zalozeniu pelnej przyczepnosci wiokien do
matrycy, przy stosunkowo malym udziale objetosciowym widkien kompozytu w porownaniu
z udzialem objetosciowym osnowy. Nalezy podkresli¢, ze analiza PSN w pelni oddaje
podstawowe cechy takze modelu 3D z jedng rodzing prostoliniowych widkien, patrz pkt.2,
gdyz material w ptaszczyznie prostopadtej do widkien ma izotropowe wiasnosci sprezyste.

6. Przyklady

W najprostszym przypadku izotropowa matryca zbrojona jest jedng rodzing wiokien
i wtedy material ma ortotropowe, sprezyste whasnosci efektywne. W dyskutowanym modelu
kompozytu z izotropowa matrycg zbrojong dowolng rodzing widkien, efektywne wiasnosci
sprezyste powstatego materiatlu, w ogolnosci anizotropowego, s3 zdefiniowane tensorem
sztywnosci (3.4). W przypadku kompozytu z dwoma rodzinami wtokien tensor sztywnosci
kompozytu ma nastgpujaca postac:

C%N:Eg19@1+@—vﬁ®i%@EuNﬂ®KL+QEHNQCﬁL, (6.1)

@-v)y

gdzie t=t +t,, M,=m,®m,, M,=m,®m, . Mozliwe s3 wtedy nastepujace trzy
przypadki:

)] wektory m, i M, wyznaczaja dowolny kat ostry,

i) wektory m, i M, sa prostopadtei t, #t,,

iii)  wektory m, i M, sa prostopadteit, =t, oraz E,, =E,,.
W wymienionych przypadkach materiat kompozytowy jest materialem: (i) anizotropowym,
(i) ortotropowym i (iii) o symetrii regularnej.

Analiz¢ wynikdw rozpoczniemy od przypadku (iii), co uwypukli roéznice miedzy
materialem ortotropowym 1 materialem o symetrii regularnej. W przypadku (iii) model
kompozytu zdefiniowany jest nastgpujacym tensorem sztywnosci:

_E@- 2t)(v1+(1—v)i®i)+t77E(Ml ®M, +M, ®M2)’ (6.2)

C — =)
RPSN (1 _ V)2
gdzie t jest stopniem zbrojenia 1 i 2 rodziny widkien o module Younga E, =7E .
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Znajomo$¢ tensora podatno$ci: Spney =Crpsy» pozwala podaé interpretacje modutow

Younga, wspotczynnikow Poissona 1 moduléw Scinania w podstawowych testach
doswiadczalnych, por. [4].

a) b)

Rysunek 6.1. Wykresy: modutow Younga (a),
wspotczynnikoéw Poissona (b) i modutéw $cinania
(c), kompozytu o izotropowej osnowie (v =1/3)
z dwoma jednakowymi rodzinami wzajemnie
prostopadtych wildkien o m=10. Wykresy
moduléw Younga i S$cinania przeskalowane sa
przez modut Younga matrycy. Na wykresach (a-C)
linie oznaczaja: linia gruba t =0 (materiat
osnowy), linia o $redniej grubosci t =0.05, linia
cienka t =0.1.

Na rys.6.1. zamieszczono odpowiednie wykresy zmienno$ci technicznych statych
sprezystosci w ukladzie biegunowym. W stosunku do materiatu ortotropowego materiat
0 symetrii regularnej ma dodatkowe symetrie wzgledem grupy obrotow, por. rys.4.114.2. Ze
wzrostem stopnia zbrojenia 1 jego sztywnosci obserwujemy jednakowy wzrost sztywnoSci
kompozytu na rozcigganie (Sciskanie) w kierunkach wtokien, natomiast spadek tej sztywnosci
w kierunku rozciggania pod katem 7 /4 wzgledem jednej z rodziny wiokien. Wtedy takze sa
maksymalne warto$ci wspdlczynnikow Poissona. Natomiast minimalne ich wartosci
wystepuja przy rozcigganiu kompozytu w kierunku wzdtuz wtokien.

Wprowadzajac w kompozycie o tensorze sztywnosci (6.2) dwie dodatkowe, jednakowe
rodziny witokien odpowiednio pod katem 7/4 i 31w/ 4 otrzymamy materiat kompozytowy
0 izotropowych wlasnosciach efektywnych, por. rys.6.2. W tym przypadku:

4 — —_— -_—
dM, ®M, =1+>1Q1I. (6.3)
n=1

N~

W przypadku (ii) model kompozytu zdefiniowany jest nastgpujagcym tensorem
sztywnosci:

Copeyy = E(L-1) (VI+@-vI®T)+t,E, M, ®M, +1,E,,M, ®M,, (6.4)

@-vy

gdzie t=t, +t, oraz rodziny wtokien 1 i 2 sg prostopadle, tzn.: m, -m, =0. Zauwazmy, ze

jezeli t,=0, to z (6.4) otrzymamy tensor sztywnosci kompozytu z jedna rodzing widkien.
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Z prostopadiosci wektoréw m, i m, wynika, ze ze wzoru (6.4) mozna wyeliminowac¢ jeden
Z tensoréw M, , poniewaz M, + M, =1. Otrzymany kompozyt wloknisty ma ortotropowe
wiasnosci efektywne.

)

a) b)

Rysunek 6.2. Wykresy: moduldow  Younga (a),

wspotczynnikéw Poissona (b) 1 modutéw Scinania (c)

kompozytu, o izotropowej osnowie (v =1/3) z czterema

) gt pe jednakowymi rodzinami wiokien o 77 =10, ktore przecinaja
v_ si¢ pod katem 7 /4. Na wykresach (a-c), linie oznaczaja:

b)

linia gruba t =0, linia o $redniej grubosci t=0.05, linia
cienka t =0.1 (skalowanie jw.)

Przyktadowe wykresy technicznych stalych materialowych w tym przypadku
zamieszczono na rys.7. W stosunku jednak do modelu kompozytu z jedng rodzing wiokien
otrzymujemy material ortotropowy o nieco innych cechach, pozadanych w wielu aplikacjach
kompozytow wtoknistych. Dodatkowo model o tensorze sztywnosci (6.4) lepiej jako$ciowo
ilustruje podstawowe cechy dowolnych materiatow ortotropowych 1 uwypukla takze roznice
mig¢dzy materialami ortotropowymi a materiatami o symetrii regularne;j.

a)

0.5

Ny
-
N
)

Rysunek 6.3. Wykresy: modutéw Younga (a),
wspotczynnikow Poissona (b) i modutéow $cinania (c)
kompozytu, o izotropowej osnowie (v =1/3) z dwoma
prostopadtymi rodzinami widkien o roéznym stopniu
zbrojenia, t,=t,/2 i E,; =E,,=nEoraz n=10.
Na wykresach (a-c), linie oznaczaja: linia gruba t=0

02

(material osnowy), linia o $redniej grubosci t; =0.05,
t, =t /2, linia cienka t, =0.1, t, =t /2 (skalowanie
jw.)
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7. Uwagi o wlasnosciach sprezystych typowych kompozytow wloknistych

Typowe dane doswiadczalne kompozytow widknistych podane sa np. w monografii [6].
Dotyczg one PSN, gdyz z reguly materialy tego typu sg stosowane jako cienkie warstwy
laminatéw. Sa to dane orientacyjne, gdyz nie ma w nich pelnej informacji o wlasnosciach
sprezystych osnowy 1 wtokien oraz sposobu ulozenia wtokien i udzialu objetosciowego (albo
powierzchniowego) wtokien. Nawet modut Younga zywicy epoksydowej podaje si¢
w literaturze jako warto$¢ od ok. 1.5 [GPa] do 7 [GPa], natomiast modutl Younga wiokien:
grafitowych (wtokien weglowych o tzw. duzym stopniu zgrafityzowania) to ok. 420 [GPa],
weglowych to ok. 240 [GPa], za$ szklanych wynosi od ok. 50 [GPa] do 100 [GPa].
Rozbieznosci w wartosciach tzw. technicznych stalych sprezystosci w przypadku
kompozytow widknistych wynikaja z wielu powodow, np.: rodzaju i wlasciwosci osnowy,
materialu wtokien (w duzej mierze zalezg takze od ich $rednicy) oraz technologii produkcji
kompozytu.

Tablica 7.1. Dane wg: [6]

Techniczne stale | Zywica epoksydowa z widknami:
sprezystosci grafitowymi aramidowymi szklanymi borowymi
E, [GPa] 211 77.5 55 211
E, [GPa] 5.3 5.6 18.3 21.1
G,,[GPa] 2.6 2.1 9.1 7
2 0.25 0.34 0.25 0.30

Rysunek 7.1. Wykresy: modulow Younga (a),
wspotczynnikow Poissona (b) i modutéw $cinania
(c), zywicy epoksydowej z  wiloknami:
grafitowymi (linia  cienka  przerywana),
aramidowymi (linia przerywana gruba), szklanymi
(linia ciagla gruba) i borowymi (linia ciggta
cienka). Moduly Younga i moduly $cinania

kazdego materiatu sg przeskalowane przez E;.

Na podstawie danych zamieszczonych w tab.7.1 podano na rys.7.1 wykresy funkcji (5.1)-
(5.3), por. takze przyklady z pkt.5 i 6. Zauwazmy, Ze wyraznie anizotropowe wtasnosci
kompozytu ujawniajg si¢ w probach rozciggania ($ciskania) probek kompozytu przy rdznej
orientacji witokien kompozytu w stosunku do zadanego obcigzenia, patrz rys.7.1a.
Charakterystyczne cechy anizotropowych wlasnosci sprezystych kompozytow widknistych
widoczne sg takze na wykresach wspdlczynnikéw Poissona (rys.7.1b) i modutdéw $cinania
(rys.7.1c).
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ii)

Uwagi i wnioski

Model teoretyczny kompozytu wioknistego zaproponowany w pkt.2 jest czesto
stosowany w mechanice kompozytoéw, nie podaje si¢ tam jednak konsekwentnego
wyprowadzenia relacji konstytutywnych z rozwazan energetycznych. Trudno jest wobec
tego wskaza¢ kto byl pierwszym twoércg tego modelu, por. np. [5] 1 literaturg tam
cytowang.

W pracy pokazano konsekwentne wyprowadzenie relacji konstytutywnych zagadnien
ptaskiego stanu naprezenia. Podano ograniczenia modelu kompozytu, zarowno z punktu
widzenia zatozen upraszczajacych jak 1 interpretacji tzw. efektywnych wlasnos$ci
sprezystych.

Stosujac zaproponowany model zilustrowano wszystkie grupy symetrii ptaskich tensorow
Hooke’a. W tym celu wprowadzono odpowiednig liczbe réznie zorientowanych rodzin
wiokien. Te¢ samg grupe symetrii tensoroOw Hooke’a mozna zrealizowa¢ na wiele
sposobow, w zalezno$ci od sztywnosci albo stopnia zbrojenia poszczegdlnych rodzin
wiokien i ich wzajemnego ulozenia. Pomimo iz typy anizotropii liniowych relacji
konstytutywnych moga by¢ jednakowe to wilasnosci efektywne modelowanych
kompozytow istotnie rozne.

Model ten ze wzgledu na swa prostote moze by¢ efektywnie wykorzystywany na
wstepnym etapie projektowania efektywnych wlasnosci sprezystych kompozytow
wioknistych.
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Przedmowa do wydania I

Oddana do rak Czytelnikbw monografia dotyczy sprezystosci i hiper-
sprezystosci. Autorami poszczegoélnych rozdziatow sg pracownicy Zakladu
Wytrzymatosci Materiatdéw, Teorii Sprezystosci 1 Plastycznosei, Instytutu
Inzynierii Budowlanej Wydziatu Inzynierii Ladowej Politechniki Warszawskie;j.
Cztery pierwsze rozdziaty poswigcone sg liniowej teorii sprezystosci materiatow
izotropowych i anizotropowych. Pigty rozdzial dotyczy nieliniowej teorii
sprezystosci matych przemieszczen i odksztalcen materialéw transwersalnie
izotropowych. Kolejne rozdzialty od szostego do czternastego dotycza
hipersprezystosci i teorii duzych deformacji.

Zagadnienia prezentowane w monografii sg od wielu lat przedmiotem
zainteresowan naukowych pracownikow Zaktadu. Sg to zarowno zagadnienia
klasyczne, takie jak zagadnienie skrecania pretow pryzmatycznych, wyznaczania
trajektorii pol tensorowych naprezen i odksztalcen w tarczach oraz momentow
zginajacych w plytach, jak i implementacje numeryczne nieliniowych relacji
konstytutywnych sprezystosci w systemie metody elementow skonczonych
ABAQUS. Dalsze rozdziaty dotycza teorii hipersprezystosci, ktorej efektywne
zastosowania wigza si¢ z rozwojem metod numerycznych i mozliwosci
obliczeniowej komputeréw. Wedlug opinii autoréw podstawowq trudnoscig,
ktora jest niezalezna od rozwoju metod numerycznych, jest wybor adekwatnego
modelu materialu, okreslenie parametrow i funkcji materiatowych oraz ich
weryfikacja doswiadczalna. Wobec tego w monografii uwypuklone s3
zagadnienia dotyczace teorii relacji konstytutywnych hipersprezystosci.

Stanistaw Jemioto

Przedmowa do wydania II

W wydaniu drugim monografii dodano pig¢¢ rozdziatéw, trzy z nich dotycza
sprezystosci matych odksztalcen, natomiast dwa rozdziaty sg zwigzane z relacjami
konstytutywnymi hiperspr¢zysto$ci materialow anizotropowych.

Stanistaw Jemioto
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