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1. Wstęp  
 

W rozdziale tym rozpatrujemy przykład testowy metody elementów skończonych (MES) 

zaproponowany w naszym artykule [2], w którym analizujemy drgania własne kamertonu,. 

Kamerton jest przyrządem służącym do ustalania wzorcowego stroju instrumentów. 

Wykonany jest on w formie stalowych widełek, patrz rys.1.1, wprawianych w wibrację przez 

uderzenie i wydających ton o częstotliwości 440 Hz (dźwięk A
1
). Stosowane są także 

kamertony o nieco innym kształcie niż podano to na rys.1.1, np. widełki mają przekrój 

kołowy. Okazuje się, że kształt rączki kamertonu nie jest istotny. 

 Zadanie drgań własnych kamertonu proponujemy jako przykład zastosowania 

i weryfikacji procedur odpowiadających za rozwiązywanie zagadnienia własnego 

w przypadku programu ABAQUS/Standard [1]. Należy podkreślić, że doświadczenie 

z kamertonem można wykonać bez stosowania jakichkolwiek przyrządów i maszyn 

doświadczalnych. Uzyskane wyniki symulacji numerycznej MES modelu kamertonu są 

wobec tego, częściowo, w prosty sposób weryfikowalne.  

Zagadnienie ściśle wiąże się z pracami autorów [3-5], w których analizowano drgania 

własne tarcz anizotropowych [3] i pojedynczych przęseł (modelowanych jako układy 

przestrzenne 3D) w mostach o tzw. układzie belkowym [4]. Natomiast w monografii [5] 

rozpatrywano drgania własne 3D konstrukcji murowych, m.in. mostu, komina i sklepienia 

krzyżowego. 

 

 
 
 

Rysunek 1.1. Analizowany kamerton – kształt i wymiary charakterystyczne 
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2. Podstawowe równania 
 

Zagadnienie drgań harmonicznych konstrukcji przestrzennych wykonanych 

z niejednorodnych materiałów anizotropowych można sprowadzić do analizy następującego 

równania (por. [2,3] i literaturę tam cytowaną): 
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  uu , .                               (2.3) 

W równaniu (2.1) C  jest tensorem stałych sprężystości (tensorem czwartego rzędu), 

 oznacza gęstość materiału, u jest wektorem przemieszczenia, zaś   jest częstością drgań 

własnych konstrukcji. Symbole „div”, „grad” oznaczają odpowiednio operację dywergencji 

i gradientu. Dodatkowo kropką oznaczamy pełne nasunięcie tensorów. W MES stosowane 

jest tzw. sformułowanie słabe równań (2.1) i (2.2)2, które wynika z zastosowania zasady prac 

wirtualnych [1]. Między innymi, po dyskretyzacji ciała i zastosowaniu aproksymacji pola 

przemieszczeń w elementach skończonych, otrzymujemy przybliżone rozwiązanie 

zagadnienia na wartości własne 2  i wektory własne u, por. [1], dla dowolnie 

niejednorodnych materiałów anizotropowych.  

Ponieważ w tym rozdziale rozpatrujemy kamerton wykonany z jednorodnego materiału 

izotropowego to, w równaniach (2.1) i (2.2), tensor C  i gęstość nie są funkcjami zależnymi 

od położenia cząstki w ciele. Tensor C  jest wielkością stałą i ma następującą postać: 
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We wzorze (2.4) tensor izotropowy czwartego rzędu 1  jest operacją identycznościową dla 

tzw. podwójnie symetrycznych tensorów czwartego rzędu. Wzór (2.4)2 definiuje rozkład 

spektralny tensora C . Tensor C  jest tensorem dodatnio określonym dla 

02,0233 K  .                                             (2.5) 

Z (2.5) wynika, że współczynnik Poissona    2/ , zawarty jest w przedziale 

 2/1,1 , zaś  moduł Younga E  jest dodatni,     0/32 E .                                        

 

 

3. Analiza wyników MES 
 

Poszukiwać będziemy częstości drgań własnych kamertonu stosując program MES 

ABAQUS/Standard [1]. Model MES kamertonu jest modelem przestrzennym. Ze wstępnej 

analizy zadania wydaje się, że istotnym problemem jest zamodelowanie warunków 

brzegowych. W doświadczeniu kamerton trzymamy w ręku (podtrzymujemy podstawę 

kamertonu) i uderzamy widełkami np. w krawędź stołu. Z doświadczenia tego wynika jednak, 

że wpływ warunków brzegowych na wybraną symetryczną postać drgań własnych (tą której 
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odpowiada częstotliwość 440 Hz) powinien być pomijalnie mały. Między innymi celem 

symulacji numerycznej będzie wykazanie tego faktu. 

W przypadku analizowanego kamertonu przyjęto następujące wymiary: l=76 mm, d=42 

mm, h=4 mm, g=5 mm, r=6 mm, por. rys.1.1 i 3.1. przyjęto, że kamerton wykonany jest ze 

stali o module Young’a GPa185E i współczynniku Poissona 3.0 , a model MES składa 

się z 6282 elementów C3D8 i 8589 węzłów, patrz rys. 3.2. W przypadku 

przemieszczeniowych warunków brzegowych przyjęto dwa warianty: I) odebrano 

przemieszczenia w podstawie uchwytu, II) odebrano przemieszczenia wszystkich węzłów 

uchwytu. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Rysunek 3.1. Siatka MES  

  
 

Postacie drgań własnych, które odpowiadają pierwszym częstościom i warunkom 

brzegowym I, podano na rys. 3.3, 3.4 i 3.5. Strój kamertonu odpowiada drganiom własnym 

podanym na rys.3.3. Z analizy numerycznej uzyskano częstość równą 439.13 Hz. Na 

kolejnych rysunkach 3.6 i 3.7 podajemy wyniki, które uzyskano zakładając odmienne niż w I 

warunki brzegowe. Okazuje się, że wpływ tych warunków brzegowych na poszukiwaną 

postać drgań własnych i jej wartość jest niewielki (uzyskano częstość równą 441.15 Hz, por. 

rys.3.3). Wynika to z konstrukcji kamertonu. 
 

 

 

 

 

 

 

Rysunek 3.2. Postać drgań własnych odpowia-

dająca częstości 439.13 Hz (warunki brzegowe I)  

  

a)                                                                          b) 

 
 

Rysunek 3.3.   Postać drgań własnych (warunki brzegowe I), które odpowiadają częstościom: 

a) 147.63 Hz, b) 201.57 Hz 
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a)                                                                                         b) 

 
 

 
Rysunek 3.4.  Postać drgań własnych (warunki brzegowe I), które odpowiadają częstościom: 

a) 495.08 Hz, b) 1258.2 Hz 

 

a)                                                                                         b) 

  
 
Rysunek 3.5.  Postać drgań własnych (warunki brzegowe II), które odpowiadają częstościom: 

a) 405.49Hz,  b) 493.08Hz 

 

a)                                                                              b) 

  
 
Rysunek 3.6.  Postać drgań własnych (warunki brzegowe II), które odpowiadają częstościom: 

a) 516.67Hz, b) 2548.2Hz 
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Warunki brzegowe mają istotny wpływ na pierwszą częstość drgań własnych kamertonu, 

por. rys.3.4a i 3.6a oraz na wartości częstości, które odpowiadają drganiom niesymetrycznym, 

por. rys.3.4b i 3.6b, 3.5.a i 3.7a. Warunki brzegowe II powodują znaczne usztywnienie 

modelu czego skutkiem jest podwyższenie wartości częstości drgań własnych w stosunku do 

modelu z warunkami brzegowymi I.  

Ponieważ strój kamertonu odpowiada drganiom symetrycznym w jednej płaszczyźnie, 

patrz rys.3.4, to wynika z tego, że zadawalające wyniki powinniśmy uzyskać stosując model 

kamertonu jako płaskiej ramy. Wyniki dla tego typu modelu MES (przyjmujemy identyczne 

dane materiałowe i podstawowe wymiary jak w modelu 3D oraz dodatkowo pole przekroju 

20 2mm  i moment bezwładności 26.67 4mm ) podano w tab. 3.1 oraz na rys.3.7. 

 
Tablica 3.1. Wyniki MES w przypadku modelu kamertonu w postaci płaskiej ramy 

 

Lp. Liczba elementów 
1  [Hz] 2  [Hz] 3  [Hz] 4  [Hz] 5  [Hz] 

1 45 166.17 430.99 1251.1 2685.6 3464.5 

2 120 166.30 431.81 1253.6 2701.4 3474.4 

3 310 166.30 431.79 1253.8 2702.2 3475.2 

 

 
 
Rysunek 3.7. Drgania własne, model ramowy MES kamertonu 

 

Pierwsza częstość odpowiada drganiom własnym o postaci analogicznej jak na rys.3.4a. 

Druga natomiast jest analogiczna do trzeciej postaci drgań własnych modelu 3D, rys.3.3. 

Także z modelu belkowego MES otrzymujemy zbliżoną wartość częstości drgań własnych, 

która odpowiada strojowi kamertonu. Wpływ podziału na elementy skończone jest 

drugorzędny, por. tab.3.1. Uzyskany wynik  ok. 431 Hz, z punktu widzenia muzyka, jest 

obarczony jednak zbyt dużym błędem. Znacznie większe niedokładności z modelu ramowego 

otrzymujemy dla pozostałych częstości drgań własnych. 

W podręczniku programu MES SYSTUS®2000 [4] analizowano drgania własne 

kamertonu modelując go elementami belkowymi i uzyskano następujące cztery pierwsze 

częstości drgań własnych: 166.42 Hz, 432.88 Hz, 1260.30 Hz, 2725.40 Hz. Wyniki te są 

praktycznie identyczne jak podane w tab.3.1.  

 

 

4. Wnioski 
 

W testach numerycznych podanych w pkt.3 pokazaliśmy, że modelowanie drgań 

własnych kamertonu jako zadania 3D  prowadzi do bardzo dobrej zgodności wyników analizy 

MES z elementarnym doświadczeniem. Chodzi tu zarówno o uzyskane wyniki jakościowe jak 

i ilościowe. Modelowanie drgań kamertonu jako zadania w ramach teorii płaskich ram 
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prowadzi nie tylko do niedokładności w wyznaczeniu wartości częstości drgań własnych ale 

także uniemożliwia wyznaczenie pewnych postaci drgań własnych, które są 

charakterystyczne dla konstrukcji 3D. Wobec tego jakościowe wnioski uzyskane w tym 

artykule są zgodne z naszą wcześniejszą pracą [4] dotyczącą drgań własnych przęsła 

w mostach o tzw. układzie belkowym. Oczywiście wybrany w tym artykule przykład 

numeryczny jest tylko ilustracją obliczeń MES zagadnienia drgań własnych konstrukcji 

i powinien być interpretowany jako test numeryczny. Nie znamy w tym przypadku 

rozwiązania analitycznego zadania trójwymiarowego, ale dysponujemy łatwo weryfi-

kowalnym wynikiem uzyskanym z eksperymentu.  
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Przedmowa do wydania I 

Oddana do rąk Czytelników monografia dotyczy sprężystości i hiper-
sprężystości. Autorami poszczególnych rozdziałów są pracownicy Zakładu 
Wytrzymałości Materiałów, Teorii Sprężystości i Plastyczności, Instytutu 
Inżynierii Budowlanej Wydziału Inżynierii Lądowej Politechniki Warszawskiej. 
Cztery pierwsze rozdziały poświęcone są liniowej teorii sprężystości materiałów 
izotropowych i anizotropowych. Piąty rozdział dotyczy nieliniowej teorii 
sprężystości małych przemieszczeń i odkształceń materiałów transwersalnie 
izotropowych. Kolejne rozdziały od szóstego do czternastego dotyczą 
hipersprężystości i teorii dużych deformacji.  

Zagadnienia prezentowane w monografii są od wielu lat przedmiotem 
zainteresowań naukowych pracowników Zakładu. Są to zarówno zagadnienia 
klasyczne, takie jak zagadnienie skręcania prętów pryzmatycznych, wyznaczania 
trajektorii pól tensorowych naprężeń i odkształceń w tarczach oraz momentów 
zginających w płytach, jak i implementacje numeryczne nieliniowych relacji 

konstytutywnych sprężystości w systemie metody elementów skończonych 
ABAQUS. Dalsze rozdziały dotyczą teorii hipersprężystości, której efektywne 
zastosowania wiążą się z rozwojem metod numerycznych i możliwości 
obliczeniowej komputerów. Według opinii autorów podstawową trudnością, 
która jest niezależna od rozwoju metod numerycznych, jest wybór adekwatnego 
modelu materiału, określenie parametrów i funkcji materiałowych oraz ich 
weryfikacja doświadczalna. Wobec tego w monografii uwypuklone są 
zagadnienia dotyczące teorii relacji konstytutywnych hipersprężystości.  
  

Stanisław Jemioło 

 

Przedmowa do wydania II 

W wydaniu drugim monografii dodano pięć rozdziałów, trzy z nich dotyczą 
sprężystości małych odkształceń, natomiast dwa rozdziały są związane z relacjami 

konstytutywnymi hipersprężystości materiałów anizotropowych. 

Stanisław Jemioło 
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