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1. Wstep

W rozdziale tym rozpatrujemy przyktad testowy metody elementéw skonczonych (MES)
zaproponowany w naszym artykule [2], w ktorym analizujemy drgania wlasne kamertonu,.
Kamerton jest przyrzadem stuzacym do wustalania wzorcowego stroju instrumentow.
Wykonany jest on w formie stalowych widetek, patrz rys.1.1, wprawianych w wibracj¢ przez
uderzenie 1 wydajacych ton o czestotliwosci 440 Hz (dzwigk Al). Stosowane sg takze
kamertony o nieco innym ksztalcie niz podano to na rys.1.1, np. widetki maja przekrd;
kotowy. Okazuje sig¢, ze ksztalt raczki kamertonu nie jest istotny.

Zadanie drgan wlasnych kamertonu proponujemy jako przyktad zastosowania
i weryfikacji procedur odpowiadajacych za rozwigzywanie zagadnienia wlasnego
w przypadku programu ABAQUS/Standard [1]. Nalezy podkresli¢, ze doswiadczenie
z kamertonem mozna wykona¢ bez stosowania jakichkolwiek przyrzadow 1 maszyn
doswiadczalnych. Uzyskane wyniki symulacji numerycznej MES modelu kamertonu sa
wobec tego, czgsciowo, w prosty sposob weryfikowalne.

Zagadnienie Scisle wigze si¢ z pracami autorow [3-5], w ktorych analizowano drgania
wlasne tarcz anizotropowych [3] 1 pojedynczych przgset (modelowanych jako uktady
przestrzenne 3D) w mostach o tzw. uktadzie belkowym [4]. Natomiast w monografii [5]
rozpatrywano drgania wlasne 3D konstrukcji murowych, m.in. mostu, komina i sklepienia
krzyzowego.
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Rysunek 1.1. Analizowany kamerton — ksztatt i wymiary charakterystyczne
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2. Podstawowe réownania

Zagadnienie  drgan  harmonicznych  konstrukcji  przestrzennych  wykonanych
Z niejednorodnych materiatéw anizotropowych mozna sprowadzi¢ do analizy nastepujacego
roOwnania (por. [2,3] 1 literatur¢ tam cytowang):

div(€ - gradu) = po’u;

— (2.1)
€=E€(kx) u=u(x), p=p(x), VxeQ
z warunkami brzegowymi Dirichleta i Neumanna
u=u,, VxeodQ, 22)
0=(€-graduln, VxeoQ_, '
gdzie
Q=0Q,0VdQ,, QNI =J. (2.3)

W rownaniu (2.1) € jest tensorem stalych sprezysto$ci (tensorem czwartego rzedu),
p oznacza gestos¢ materiatu, U jest wektorem przemieszczenia, za§ @ jest czestoscig drgan
wiasnych konstrukeji. Symbole ,,div”, ,,grad” oznaczaja odpowiednio operacj¢ dywergencji
i gradientu. Dodatkowo kropka oznaczamy peilne nasunigcie tensoréw. W MES stosowane
jest tzw. sformutowanie stabe rownan (2.1) 1 (2.2),, ktore wynika z zastosowania zasady prac
wirtualnych [1]. Miedzy innymi, po dyskretyzacji ciata i zastosowaniu aproksymacji pola
przemieszczen w elementach skonczonych, otrzymujemy przyblizone rozwigzanie
zagadnienia na wartosci wlasne ®° i wektory wihasne u, por. [1], dla dowolnie
niejednorodnych materiatow anizotropowych.

Poniewaz w tym rozdziale rozpatrujemy kamerton wykonany z jednorodnego materiatu
izotropowego to, w rownaniach (2.1) i (2.2), tensor € i gesto$¢ nie sg funkcjami zaleznymi
od polozenia czgstki w ciele. Tensor € jest wielkoscig stalg i ma nastepujgca postaé:

C=M®I+2u1=3K@I®Ij+2u(1—%I®I). (2.4)

We wzorze (2.4) tensor izotropowy czwartego rzedu 1 jest operacjg identycznosciowa dla
tzw. podwdjnie symetrycznych tensoréw czwartego rzedu. Wzér (2.4); definiuje rozktad
spektralny tensora €. Tensor € jest tensorem dodatnio okreslonym dla

3K=3\+2u>0, 2u>0. (2.5)

Z (2.5) wynika, Ze wspolczynnik Poissona v=A/[2(L+p)], zawarty jest w przedziale
(-1,1/2), zas modut Younga E jest dodatni, E = p(2u+31)/(A +p)>0.

3. Analiza wynikow MES

Poszukiwaé¢ bedziemy czestosci drgan wilasnych kamertonu stosujac program MES
ABAQUS/Standard [1]. Model MES kamertonu jest modelem przestrzennym. Ze wstgpne;j
analizy zadania wydaje si¢, ze istotnym problemem jest zamodelowanie warunkow
brzegowych. W doswiadczeniu kamerton trzymamy w reku (podtrzymujemy podstawe
kamertonu) 1 uderzamy widetkami np. w krawedz stotu. Z do$wiadczenia tego wynika jednak,
ze wptyw warunkow brzegowych na wybrang symetryczng posta¢ drgan wiasnych (ta ktorej
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odpowiada czgstotliwo$¢ 440 Hz) powinien by¢ pomijalnie maly. Migdzy innymi celem
symulacji numerycznej bedzie wykazanie tego faktu.

W przypadku analizowanego kamertonu przyjeto nastepujace wymiary: |=76 mm, d=42
mm, h=4 mm, g=5 mm, r=6 mm, por. rys.1.1 i 3.1. przyjeto, ze kamerton wykonany jest ze
stali o module Young’a E =185GPai wspotczynniku Poissona v = 0.3, a model MES sktada
sic z 6282 elementow C3D8 i 8589 weztow, patrz rys. 3.2. W przypadku
przemieszczeniowych warunkéw brzegowych przyjeto dwa warianty: 1) odebrano
przemieszczenia w podstawie uchwytu, Il) odebrano przemieszczenia wszystkich weztow
uchwytu.

Rysunek 3.1. Siatka MES

Postacie drgan wiasnych, ktore odpowiadaja pierwszym czestoSciom i warunkom
brzegowym |, podano na rys. 3.3, 3.4 i 3.5. Str6j kamertonu odpowiada drganiom wlasnym
podanym na rys.3.3. Z analizy numerycznej uzyskano czesto$¢ rowng 439.13 Hz. Na
kolejnych rysunkach 3.6 i 3.7 podajemy wyniki, ktore uzyskano zaktadajac odmienne niz w I
warunki brzegowe. Okazuje si¢, ze wplyw tych warunkéw brzegowych na poszukiwang
posta¢ drgan wiasnych i jej wartos¢ jest niewielki (uzyskano czgstos¢ rowng 441.15 Hz, por.
rys.3.3). Wynika to z konstrukcji kamertonu.

Rysunek 3.2. Posta¢ drgan wiasnych odpowia-
dajaca czestosci 439.13 Hz (warunki brzegowe 1)

a) b)

S0

Rysunek 3.3. Posta¢ drgan wlasnych (warunki brzegowe I), ktore odpowiadaja czgstosciom:
a) 147.63 Hz, b) 201.57 Hz
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b)

a)

j4

aja czestosciom

Posta¢ drgan wlasnych (warunki brzegowe 1), ktoére odpowiad

a) 495.08 Hz, b) 1258.2 Hz

Rysunek 3.4.

b)

a)

SC10m

J4

Posta¢ drgan wtasnych (warunki brzegowe II), ktére odpowiadaja czesto

a) 405.49Hz, b) 493.08Hz

Rysunek 3.5.

SCiom

J4

Posta¢ drgan wlasnych (warunki brzegowe II), ktére odpowiadaja czesto

a) 516.67Hz, b) 2548.2Hz

Rysunek 3.6.

92



Warunki brzegowe majg istotny wptyw na pierwsza cz¢sto$¢ drgan wlasnych kamertonu,
por. rys.3.4a i 3.6a oraz na wartosci czestosci, ktore odpowiadajg drganiom niesymetrycznym,
por. rys.3.4b i 3.6b, 3.5.a i 3.7a. Warunki brzegowe Il powoduja znaczne usztywnienie
modelu czego skutkiem jest podwyzszenie wartosci czgstosci drgan wiasnych w stosunku do
modelu z warunkami brzegowymi I.

Poniewaz strdj kamertonu odpowiada drganiom symetrycznym w jednej ptaszczyznie,
patrz rys.3.4, to wynika z tego, ze zadawalajace wyniki powinni$my uzyska¢ stosujac model
kamertonu jako ptaskiej ramy. Wyniki dla tego typu modelu MES (przyjmujemy identyczne
dane materiatlowe i podstawowe wymiary jak w modelu 3D oraz dodatkowo pole przekroju

20 mm? i moment bezwtadnosci 26.67 mm*) podano w tab. 3.1 oraz na rys.3.7.

Tablica 3.1. Wyniki MES w przypadku modelu kamertonu w postaci ptaskiej ramy

Lp. | Liczba elementow | o, [Hz] o, [Hz] o, [Hz] o, [Hz] o, [HZ]
1 45 166.17 430.99 1251.1 2685.6 3464.5
2 120 166.30 431.81 1253.6 2701.4 34744
3 310 166.30 431.79 1253.8 2702.2 3475.2

2
L
66.17 430. 9% 1251.1

1 2685.6 3464.5

Rysunek 3.7. Drgania wilasne, model ramowy MES kamertonu

Pierwsza czgsto§¢ odpowiada drganiom wlasnym o postaci analogicznej jak na rys.3.4a.
Druga natomiast jest analogiczna do trzeciej postaci drgan wiasnych modelu 3D, rys.3.3.
Takze z modelu belkowego MES otrzymujemy zblizong warto$¢ czestosci drgan wiasnych,
ktora odpowiada strojowi kamertonu. Wplyw podzialu na elementy skonczone jest
drugorzedny, por. tab.3.1. Uzyskany wynik ok. 431 Hz, z punktu widzenia muzyka, jest
obarczony jednak zbyt duzym bledem. Znacznie wigksze niedoktadnosci z modelu ramowego
otrzymujemy dla pozostatych czestosci drgan wlasnych.

W podreczniku programu MES SYSTUS®2000 [4] analizowano drgania wtasne
kamertonu modelujagc go elementami belkowymi 1 uzyskano nastepujace cztery pierwsze
czestosci drgan wilasnych: 166.42 Hz, 432.88 Hz, 1260.30 Hz, 2725.40 Hz. Wyniki te sa
praktycznie identyczne jak podane w tab.3.1.

4. \Wnioski

W testach numerycznych podanych w pkt.3 pokazalismy, ze modelowanie drgan
wlasnych kamertonu jako zadania 3D prowadzi do bardzo dobrej zgodnosci wynikoéw analizy
MES z elementarnym do$wiadczeniem. Chodzi tu zarowno o uzyskane wyniki jako$ciowe jak
1 ilosciowe. Modelowanie drgan kamertonu jako zadania w ramach teorii ptaskich ram
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prowadzi nie tylko do niedokladnos$ci w wyznaczeniu warto$ci czestosci drgan wiasnych ale
takze uniemozliwia wyznaczenie pewnych postaci drgan wilasnych, ktére sa
charakterystyczne dla konstrukcji 3D. Wobec tego jakosciowe wnioski uzyskane w tym
artykule sg zgodne z naszg wczesniejszg pracg [4] dotyczaca drgan wiasnych przesta
w mostach o tzw. ukladzie belkowym. Oczywiscie wybrany w tym artykule przyktad
numeryczny jest tylko ilustracjg obliczen MES zagadnienia drgan wilasnych konstrukcji
I powinien by¢ interpretowany jako test numeryczny. Nie znamy w tym przypadku
rozwigzania analitycznego zadania tréjwymiarowego, ale dysponujemy tatwo weryfi-
kowalnym wynikiem uzyskanym z eksperymentu.
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Przedmowa do wydania I

Oddana do rak Czytelnikbw monografia dotyczy sprezystosci i hiper-
sprezystosci. Autorami poszczegoélnych rozdziatow sg pracownicy Zakladu
Wytrzymatosci Materiatdéw, Teorii Sprezystosci 1 Plastycznosei, Instytutu
Inzynierii Budowlanej Wydziatu Inzynierii Ladowej Politechniki Warszawskie;j.
Cztery pierwsze rozdziaty poswigcone sg liniowej teorii sprezystosci materiatow
izotropowych i anizotropowych. Pigty rozdzial dotyczy nieliniowej teorii
sprezystosci matych przemieszczen i odksztalcen materialéw transwersalnie
izotropowych. Kolejne rozdzialty od szostego do czternastego dotycza
hipersprezystosci i teorii duzych deformacji.

Zagadnienia prezentowane w monografii sg od wielu lat przedmiotem
zainteresowan naukowych pracownikow Zaktadu. Sg to zarowno zagadnienia
klasyczne, takie jak zagadnienie skrecania pretow pryzmatycznych, wyznaczania
trajektorii pol tensorowych naprezen i odksztalcen w tarczach oraz momentow
zginajacych w plytach, jak i implementacje numeryczne nieliniowych relacji
konstytutywnych sprezystosci w systemie metody elementow skonczonych
ABAQUS. Dalsze rozdziaty dotycza teorii hipersprezystosci, ktorej efektywne
zastosowania wigza si¢ z rozwojem metod numerycznych i mozliwosci
obliczeniowej komputeréw. Wedlug opinii autoréw podstawowq trudnoscig,
ktora jest niezalezna od rozwoju metod numerycznych, jest wybor adekwatnego
modelu materialu, okreslenie parametrow i funkcji materiatowych oraz ich
weryfikacja doswiadczalna. Wobec tego w monografii uwypuklone s3
zagadnienia dotyczace teorii relacji konstytutywnych hipersprezystosci.

Stanistaw Jemioto

Przedmowa do wydania II

W wydaniu drugim monografii dodano pig¢¢ rozdziatéw, trzy z nich dotycza
sprezystosci matych odksztalcen, natomiast dwa rozdziaty sg zwigzane z relacjami
konstytutywnymi hiperspr¢zysto$ci materialow anizotropowych.

Stanistaw Jemioto
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