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2. Rozklad Weibulla i jego zastoso-
wanie w procesie optymalizacji
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Streszczenie Pierwsze trzy czesci rozdzialu zawieraja wprowadzenie,
podstawy teorii niezawodno$ci oraz modelowania proceséw starzenia
elementéw maszyn i urzadzen. Stanowia one wprowadzenie w ta te-
matyke i sa uzupelnione obszerna bibliografia pozwalajaca na zgle-
bienie przedstawionych w nich poje¢. W czesci czwartej zademon-
strowano, w jaki sposéb wiedza z zakresu niezawodnosci i starzenia
elementow moze by¢ praktycznie wykorzystana w érodowisku produk-
cyjnym. W czwartej czeéci przedstawione zostaly rowniez numeryczne
metody optymalizacji kosztow eksploatacji elementéw nienaprawial-
nych, ktore moga znalezé zastosowanie w dzialach utrzymania ruch
firm produkcyjnych.

2.1. Wprowadzenie

Gléwnym zadaniem predykcyjnego utrzymania ruchu jest taka kontrola
procesu produkcyjnego, ktéra pozwala na wykrycie miejsca potencjalnej
awarii jeszcze przed jej fizycznym wystapieniem. Instalowanie réznego ro-

LORCID: 0000-0001-6629-0029, Wydzial Mechaniczno-Technologiczny Politechniki
Rzeszowskiej, Kwiatkowskiego 4, 37-450 Stalowa Wola
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dzaju czujnikéw i systemdéw pomiarowych pozwala kontrolowaé parame-
try pracy urzadzen i w odpowiedni sposéb reagowaé na ich zachowanie.
W wielu sytuacjach dane przekazywane z czujnikéw pozwalajg obserwo-
waé proces powolnego zuzywania sie czesci eksploatacyjnych. Nadal jednak
istnieje spora cze$é¢ elementéw, ktérych stan przydatnosci nie jest moni-
torowany i analizowany przez systemy informatyczne. Niezaleznie jednak
od tego, czy monitorujemy stan danego elementu, to charakteryzuje sie on
pewnym stopniem niezawodnosci, ktéry maleje wraz z czasem eksploatacji.
Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka stanowia wiec naturalng pod-
stawe do modelowania tego rodzaju zjawisk. Dwudziesty wiek przyniést
ogromny wzrost zainteresowania wykorzystaniem modelowania statystycz-
nego w organizacji produkeji. Poczawszy od kart kontrolnych Shewarta [39],
przez rozklady czasu zycia Weibulla [44], po niezawodno$¢ statystyczna [7]
mamy do czynienia z bardzo intensywnym wykorzystywaniem tych dzialéw
matematyki. W kolejnych czesciach tego rozdziatu zostanie przyblizona sta-
tystyczna teoria niezawodnosci, rozkltad Weibulla oraz jego zastosowania.
Szczegdlna uwaga zostanie zwrdécona na problem optymalizowania kosztéw
eksploatacji elementéw nienaprawialnych.

2.2. Podstawy teorii niezawodnosci

Niezawodnos¢ w naukach inzynieryjnych oznacza zdolno$é pewnej maszyny,
narzedzia lub pojedynczej czeéci do realizowania zadan, ktére zostaty dla
niej okreslone. Z ilosciowego punktu widzenia wyrazana jest najczesciej
przy uzyciu prawdopodobienstwa jako funkcji czasu. Z niezawodno$cia
powiazane jest $ciSle pojecie jakosci, czyli poziomu zgodnosci z jakim
wykonanie wypelnia specyfikacje projektowa. W tym kontekscie niezawod-
nos¢ mozemy definiowaé, jako miare jakosci w funkcji czasu.

Kompletna teoria niezawodnosci, ktéra swdj rozwodj zapoczatkowata nie-
mal sto lat temu jest dzisiaj zbyt duzym dziatem wiedzy, aby mozna go byto
nawet w sposOb pobiezny oméwi¢ w ramach jednego rozdzialu. Dlatego
tez w tej czesci zostang zaprezentowane jedynie podstawowe koncepcje tej
teorii. Czytelnicy zainteresowani doktadniejszym poznaniem konkretnych
probleméw moga skorzystaé¢ z bogatej literatury w tej dziedzinie:

— (2020) Probabilistic Reliability Analysis of Power Systems [42],
— (2020) Mechanical Reliability [15],
— (2020) Reliability Design of Mechanical Systems [45],
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— (2017) Reliability Engineering [8],
— (2005) Modern Reliability Analysis: A Bayesian Perspective [19],
—(

2000) Statistical Methods for the Reliability of Repairable Systems
[37],

2000) Reliability Modeling, Prediction, and Optimization [9],
1998) Statistical Methods for Reliability Data [29],
1998) Reliability for Technology, Engineering and Management [20],

1988) Engineering Reliability [5],

1995) Reliability: Probabilistic Models and Statistical Methods [24],

— (2000)
- (1998)
- (1998)
- (1988)
— (1995) Applied Reliability [41],
- (1995)
— (1994) Practical Methods for Reliability Data Analysis [3],
- (1975)

1975) Statisitcal Theory of Reliability and Life Testing [6].

2.2.1. Rozklad czasu zycia produktu w teorii niezawodnosci

Jak juz zostalo wspomniane, podstawowym narzedziem matematycznym
do modelowania niezawodnosci jest rachunek prawdopodobienstwa i staty-
styka. Powigzmy teraz pojecia matematyczne z podstawowymi definicjami
teorii niezawodnosci. Przyjmijmy, ze funkcja f(x) okresla gestos¢ prawdo-
podobienstwa wystapienia awarii — co oznacza, ze caltka fttf f(x)dx defi-
niuje prawdopodobienstwo wystapienia awarii w czasie od t1 do to. Dla tak
okreslonej funkcji gestosci niezawodnosé do momentu t definiujemy jako
funkcje

R(t) = /t " b () da, (2.1)

czyli prawdopodobienistwo, ze awaria nastapi dopiero po pewnym czasie
t. Jezeli F(t) = ffoo f(x)dz jest dystrybuanta rozkladu prawdopodobief-
stwa awarii (awaryjnoscig do momentu t), to niezawodnosé¢ do momentu
t mozemy réwniez wyrazi¢ zaleznoscia R(t) = 1 — F(t). Geometryczna in-
terpretacje pojecia awaryjnosci i niezawodnosci przedstawiono dla przykta-
dowego rozktadu na Rysunku 2.1. Przypomnijmy takze, ze kwantyl rzedu
p funkcji awaryjnosci F', to taka warto$¢ zmiennej czasowej t,, dla ktérej
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Rysunek 2.1: Funkcja gestosci awaryjnosci f(x) = e~* (rozklad wykladniczy) wraz
7 oznaczonyg interpretacja awaryjnoéci i niezawodno$ci.

zachodzi F(t,) = p (prawdopodobiefistwo awarii po czasie t, wynosi p).
Bardzo czesto operuje sie niezawodnos$cia warunkowa, ktora okresla jakie
jest prawdopodobienstwo bezawaryjnego dziatania produktu pod warun-
kiem, ze przepracowal on juz ¢ jednostek czasu. Jezeli zatem R(t) > 0, to
niezawodnos¢ warunkowa w chwili s pod warunkiem bezawaryjnego funk-
cjonowania przez pierwszych ¢ jednostek czasu definiujemy jako:

R(t+ s)

R(s}) = =

(2.2)

Szybko$é¢ zmian funkeji R(s|t) jest wazna miara jakosci produktu. W opar-
ciu o nia definiowany jest bowiem tak zwany wspdlczynnik awaryjnosci:

. LRW-Rt+s) )
W) = lim s~ = e = Ry

(2.3)

Na podstawie funkcji h(t) wyznaczy¢ mozna tak zwany skumulowany
wspdlezynnik awaryjnosci (zwany réwniez funkcjg ryzyka), ktéry wyraza
sie wzorem H(t) = f(f h(z)dz. Ma on wiele zastosowan ze wzgledu na
monotoniczny charakter i fakt, ze jest §ciSle powiazany z niezawodnoscia
za pomoca tozsamosci H(t) = —log R(t).

Statystyczna teoria niezawodnoéci wykorzystuje wiele réznych rozkta-
déw prawdopodobienstwa do modelowania zjawisk zwigzanych z czasem
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zycia produktu. Znaczna czes¢ tych rozktadéw ma swoje korzenie w okre-
Slonych zjawiskach fizycznych. Jednym z najlepszych przyktadéw tego ro-
dzaju jest rozktad Weibulla, ktory swoje podwaliny bierze w statystycznym
modelowaniu sily zrywajacej material [43]. Jego gléwna idea opiera si¢ na
zalozeniu, ze caly lancuch jest tak mocny, jak jego najstabsze ogniwo. Wie-
cej informacji o tym rozktadzie zostanie przedstawionych w kolejnej czesci,
a tymczasem przejdzmy do prezentacji podstawowych rozktadéw stosowa-
nych w teorii niezawodnosci. W kolejnych punktach przez: f(t) oznaczana
bedzie gesto$¢ rozkladu awaryjnosci, h(t) bedzie funkcja wspdlczynnika
awaryjnosci, p bedzie érednim czasem oczekiwania na awarie, a o2 wa-
riancja rozktadu awaryjnosci.

T T
Rozklad wykladniczy ——

1
T T T T T
Rozklad Gamma ——— Rozkiad Logarytmiczno-normalny ———

0.05 |- - 02

T T T
Rozklad Logistyczny —— Rozkiad Pareto ———

(e) ()

Rysunek 2.2: Przykladowe rozklady: (a) rozklad wykladniczy A =
ktad Weibulla A = 1,k = 1.5, (c¢) rozklad Gamma A = 1,7 = 5, (d) rozklad
logarytmiczno-normalny m = 1,s = 0.5, (e) rozklad logistyczny A = 1

(f) rozklad Pareto A = 1,m = 1.
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1. Rozklad wyktadniczy (Rysunek 2.2 (a) — przyktadowy rozklad dla
parametru A = 1)

ft) = e
h(t) = A
="
o2 =\"2

gdzie t > 0, A > 0.

2. Rozklad Weibulla (Rysunek 2.2 (b) — przykladowy rozktad dla
parametréow A = 1,k = 1.5)

F(t) = Neth—Le=A*
h(t) = AktF—1

At (14l
H K
2 _ 2 2 2 ].
—xilr(1+2)-12(14-
k(e g) e (1 )]

gdzie t > 0, A > 0,k > 0. Warto w tym miejscu podkredlié¢, ze rozktad
ten pojawia sie w swojej alternatywnej postaci jako funkcja

k()" k
A —(t/)

ktora powstaje przez proste mapowanie ¢ — pans?

3. Rozklad Gamma (Rysunek 2.2 (c¢) — przyktadowy rozklad dla pa-
rametrow A = 1,7 = 5)

_ A" r—1_—M\t
fit) = F(r)t e
ryr—1 _—At
h(t) = At e
L(r)[1 —T(r, At)]
p=rx"t
o? =r\7?

gdzie t > 0, A > 0,7 > 0, natomiast ['; jest niekompletna funkcja
Gamma.
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4. Rozktad logarytmiczno-normalny (Rysunek 2.2 (d) — przykla-
dowy rozklad dla parametréw m = 1,s = 0.5)

1 —(log t—m)2
1) e AT
sV 2w
f@t)
h(t) = L2
(t) Rt)
2
/_L = €m+57
0_2 — e2m—i—2s2 o 62m+s2

gdzie t > 0,—00 < m < 00,5 > 0. Zauwazmy, ze wspdlczynnik
awaryjnosci jest podany w formie definicji. Wynika to z faktu, ze
dla tego rozktadu nie mozna wyznaczy¢ wspotczynnika awaryjnosci
w postaci zwartej formuty.

5. Rozklad logistyczny (Rysunek 2.2 (e) — przykladowy rozklad dla
parametréow A = 1,8 =1)

(=28
B (14 e—=N/5)>
h(t) = [ﬂ (1 + e_(t—A)/b’ﬂ -

gdzie t > 0,—00 < A < 00,8 > 0.

6. Rozklad Pareto (Rysunek 2.2 (f) — przykladowy rozklad dla para-
metréw A =1,m = 1)

mA"™
f(t)zm
m
h(t) = —
(="
. omA
'u_m—l
9 mA?
g =
(m—1)*(m —2)

gdzie t > A\,;m > 0.
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Jezeli zawodnos$¢ produktéow moze byé faktycznie modelowana za po-
moca przedstawionych powyzej rozktadéw, to nalezy zadaé sobie pytanie
dlaczego tak rzadko nowe produkty ulegaja awarii. Wynika to z faktu,
ze producent na ogdél podczas kontroli jakosci jest w stanie wykryé
te egzemplarze, ktére sa w pewnym stopniu wadliwe i ich oczekiwana
zywotno$¢ bedzie krétka. Innymi stowy zadaniem kontroli jakosci jest
wykrycie tych produktéw, ktére moga sie zepsué po zbyt krotkim okresie
uzytkowania. Czesto taka kontrola wiaze sie z poddaniem produktu testom
eksploatacyjnym w ekstremalnych warunkach np. temperatury, ciSnienia,
obciazenia, itp.

W idealnej sytuacji znany jest rozktad awaryjnoéci jaki powinien zostaé
zastosowany w przypadku konkretnego produktu. Taka wiedze mozna na
przyktad pozyskac z literatury traktujacej o procesach zuzycia konkretnych
elementéw (np. mechanicznych, elektroniki, ptynéw roboczych, itp.). Jezeli
jednak taka wiedza o eksploatowanym przez nas produkcie jest niedostepna,
to mozna prébowaé przybliza¢ rozklad awaryjnosci na podstawie danych
historycznych. Wszystkie podzespoly zuzywaja si¢ w pewien charaktery-
styczny dla siebie sposéb, a dzial utrzymania ruchu powinien gromadzié
wiedze na temat zaistnialych awarii. Na podstawie tego rodzaju danych
mozna probowaé znalezé rozklad prawdopodobienstwa odpowiadajacy pro-
cesowi starzenia konkretnych elementéw. Jedna z takich metod jest metoda
najwiekszego prawdopodobienstwa. Polega ona na zebraniu czasoéw beza-
waryjnego funkcjonowania okreslonego rodzaju elementéw tq,...,t, oraz
postawieniu hipotezy, ze gestosé¢ awaryjnosci powinna by¢ zadana rozkta-
dem f(¢;0). W tym przypadku przez 6 oznaczamy wszystkie parametry
rozktadu f. Na podstawie zebranych danych historycznych tworzymy funk-

cje

n

L) =[] £(t::9) (2.4)

i=1

i wyznaczamy wartos¢ parametru 6, dla ktérego funkcja L przyjmuje maksi-
mum. Tego rodzaju optymalizacja jest dos¢ prosta w przypadku rozktadow
o jednowymiarowym parametrze 6. Jednakze w przypadku wielowymiaro-
wym konieczne na og6t jest zastosowanie odpowiednich metod numerycz-
nych, ktére pozwolg na wyznaczenie maksimum. Osoby zainteresowane ta
tematyka moga siegnaé¢ po ksiazke [24], ktéra w sposéb precyzyjny wprowa-
dza do problematyki wyznaczania parametréow rozktadu przy uzyciu opisa-
nej tutaj metody.
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Przyktlad 1. Przyjmijmy, ze awaryjnos¢ pewnego produktu ma
rozktad wykladniczy f(t;0) = fe™% i zaobserwowane zostaty
awarie po czasie t1, . .., t,. Wtedy funkcja maksymalizacji praw-
dopodobienstwa przyjmuje postac:

L(§) = [ [ 6.
=1

Zauwazmy, ze zamiast L(0) latwiej jest maksymalizowaé funkcje

1(60) = log (L(0))

= log (H 06_9“)
i=1
=nlogf — Hiti.

i=1

Dla takiej funkcji mozna wykazaé, ze maksimum pojawia sie
w punkcie 6 = 1/f, gdzie T = %Z?:l t;. Zatem przyblizeniem
parametru rozktadu jest odwrotnos$é sredniej arytmetycznej po-
czynionych obserwacji.

Innym sposobem weryfikacji poprawnosci doboru rozktadu sa tak zwane
wykresy prawdopodobienstwa. Jest to niezwykle prosta i intuicyjna me-
toda, ktéra polega na posortowaniu obserwacji i nanoszeniu ich na ptasz-
czyzne w punktach okredlonych przez wybrany rozktad prawdopodobien-
stwa. Jezeli podczas tej operacji punkty zaczna formowaé linie¢ prosta, to
bedzie to oznaczalo poprawno$é¢ wyboru rozktadu. Metoda ta byta kiedys
wykorzystywana recznie, ale w chwili obecnej do dyspozycji jest wiele pro-
graméw, ktére wspieraja tego rodzaju analize (np. Matlab, Minitab, SPSS).

2.2.2. Niezawodnos$¢ uktadow zlozonych

W praktyce bardzo czgsto mamy do czynienia nie z pojedynczymi elemen-
tami, a calymi systemami, ktérych niezawodno$¢ nalezaloby szacowaé na
podstawie niezawodnosci czesci sktadowych. Takie ztozone systemy przed-
stawiane sa zazwyczaj w formie schematéw zaleznosci pomiedzy poszcze-
gblnymi elementami, jak to zostalo pokazane na Rysunku 2.3. Istniejg dwa
podstawowe rodzaje potaczenia wspoélpracujacych ze soba elementéw:

1. Polgczenie szeregowe — awaria pojedynczego elementu powoduje awa-
rie catego potaczenia,
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2. Polgczenia rownolegle — dopiero awaria wszystkich elementéw powo-
duje awari¢ calego potlaczenia.

Jezeli przyjaé, ze p1, . .., pn oznaczaja prawdopodobienstwa awarii poszcze-
gblnych czesci systemu, to prawdopodobienstwo awarii systemu, w ktorym
te czedci potaczone sg ze soba szeregowo wyraza sie wzorem

n

O(p1,....pn) =1 ] (1 —pi). (2.5)

=1

Jezeli natomiast poszczegdlne elementy potaczone sa ze soba réwnolegle, to
prawdopodobienistwo awarii systemu wyrazamy wzorem

U(p1,....pn) = [ [ o (2.6)
=1

Rysunek 2.3: Przykladowe zaleznosci pomiedzy trzema elementami systemu: (a)
szeregowe, (b) réwnolegle, (¢, d) szeregowo-réwnolegle

Przyktad 2. Jedli prazyjaé, ze Pa, Pp i Po oznaczaja odpowied-
nio prawdopodobienstwo awarii elementow A, B i C, to mozna
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wyznaczy¢ prawdopodobienstwa awarii systeméw przedstawio-
nych na Rysunku 2.3 w nastepujacy sposob:

(a) Polaczenie szeregowe elementéw A,B i C oznacza, ze
uszkodzenie jednego elementu powoduje awari¢ systemu,
a zatem prawdopodobienstwo awarii wynosi

P,=1—(1—Py)(1—Pp)(1— FPe)

(b) Polaczenie réwnolegte elementéw A, B i C oznacza, ze do-
piero uszkodzenie wszystkich elementéw powoduje awarie
systemu, a zatem prawdopodobienstwo awarii wynosi

P,=Ps-Pp- FPc

(¢) W tym przypadku elementy A, B polaczone sa ze soba
rownolegle, co oznacza, ze prawdopodobienstwo ich awarii
wynosi Pap = P4 - Pp, a nastepnie calo$é¢ potaczona jest
szeregowo z elementem C'. Oznacza to, ze awarie powoduje
jednoczesne uszkodzenie elementéw A i B lub elementu C.
Zatem prawdopodobienstwo awarii systemu okresla zalez-
nosé

Po=1—(1—Pap)(1—Po)
=1—(1—Pa-Pp)(1— Po)

(d) Z kolei w tym przypadku elementy A, B polaczone sa ze
soba szeregowo, co oznacza, ze prawdopodobienstwo ich
awarii wynosi Pap = 1 — (1 — P4)(1 — Pp), a nastepnie
calo$¢ polaczona jest rownolegle z elementem C'. Oznacza
to, ze awarie powoduje uszkodzenie elementéw A lub B
z jednoczesnym uszkodzeniem elementu C. Zatem praw-
dopodobienstwo awarii systemu okresla zaleznosé

P.= Pap - Pc
=(1—-(1—Py-Pp))-Pc
Wprowadzone powyzej pojecia stanowia wstep do analizy niezawodnosSci
systemdéw ztozonych. Osoby zainteresowane ta tematyka moga siegnaé po

bogata literature zwiazana z tego rodzaju zagadnieniami [45], [26], [42].
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2.3. Rozklad Weibulla i jego zastosowania

Pod koniec lat 30-tych XX-wieku Weibull [43] wprowadzil nowy rozktad
prawdopodobienstwa, ktéry mial zastosowanie w modelowaniu zjawiska
sity zrywajacej material. Nastepnie rozwinal swoja prace i pokazal w jaki
spos6b wprowadzony przez niego rozktad moze byé¢ zastosowany w szeregu
innych aplikacji [44]. Jednakze faktycznie pierwsze publikacje dotyczace
tego rozkladu mozna przypisaé¢ Fréchetowi [14] oraz Fisherowi i Tippettowi
[12]. Niemniej jednak, to wlasnie Weibull wprowadzil do rozkladu parametr
skali i potozenia, przez co nadal mu bardzo duze znaczenie dla zastosowan
praktycznych. Rozklad ten jest aktualnie jednym z najdokladniej zbada-
nych rozktadéw, ktére reprezentuja rodzine tak zwanych rozktadow cyklu
zycia. Przez ostatnie czterdziesci lat powstalo bardzo wiele publikacji
dotyczacych zaréwno samego rozkladu, jak i jego praktycznych zastoso-
wan. Nalezy podkredlié, ze w bardzo wielu przypadkach rozkladu tego
nie okreslano mianem rozkltadu Weibulla, co prowadzito do wielu btedow
i niescistosci wynikajacych z braku jednolitej nomenklatury. Dobry obraz
tego stanu rzeczy zaprezentowal miedzy innymi Hilinnan [16]. W ksiaz-
kach dotyczacych statystyki, niezawodnos$ci i modelowania czasu zycia
mozna znalezé cate rozdzialy poswiecone witaénie rozktadowi Weibulla.
Przyktadem moga byé tu chociazby publikacje Johnsona [18] i Lai [22].
O obszernosci problematyki zwiazane] z zastosowaniami rozktadu Weibulla
swiadczy rowniez fakt, ze na jego temat powstaja liczne monografie, jak
chociazby Murthy’ego [31], Lai [23] i McPhersona [28].

Rozktad Weibulla definiuje nastepujaca funkcja gestosci prawdopodo-
bienstwa

Ft) = Meth—le 2", (2.7)

gdzie t > 0,A > 0,k > 0. Przy czym A nazywamy parametrem skali, a k
parametrem ksztattu. Czesto pojawia sie tez trzeci parametr, zwany para-
metrem lokalizacji. Nie zostal on uwzgledniony, gdyz wplywa jedynie na
przesuniecie wykresu gestosci prawdopodobienstwa na osi czasu. Dla okre-
Slonej w ten sposéb gestosci prawdopodobienstwa wystapienia awarii mo-
zemy wyrazi¢ awaryjnosé¢ F', niezawodnos¢ R, wspdtczynnik awaryjnosci h,
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wartosé¢ oczekiwana p i wariancje o2 za pomoca nastepujacych formul:

Ft)=1—e
R(t) = e
h(t) = AktF—1

MZA‘%F<1+%>
i)

Alternatywna definicje funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla tego roz-
ktadu mozna uzyska¢ wykonujac podstawienie A = =%, k = /3. Zastoso-
wanie powyzszego podstawienia do réwnania (2.7) pozwala wyrazié¢ funkcje
gestosci prawdopodobienstwa awarii nastepujacym wzorem

f=2 <3>5_1 e~ (/)" (2.8)

a \ «x

BN

Dla tak przyjetych oznaczen mozemy wyznaczy¢ funkcje awaryjnoéci F
(dystrybuante rozkladu o gestosci prawdopodobienstwa zadanej réwnaniem
(2.8)), funkcje niezawodnosci G oraz wspo6tezynnik awaryjnosci h jako

F(t)=1—¢ /)’ (2.9)

G(t) = e~ W/)" (2.10)
B-1

h(t) = g <é> . (2.11)

Ponadto wartos¢ oczekiwana i wariancja wyrazaja si¢ wzorami

p=a 'T <1 + %) (2.12)

o2 =a? [F <1 + %) —1? <1 + %)] . (2.13)

Na Rysunku 2.4 przedstawiono przykladowe wykresy funkcji gestosci
prawdopodobienstwa dla rozkladu Weibulla. Jak widaé¢ rodzina tych
rozktadow obejmuje bardzo szerokie spektrum przypadkéw. Na przyktad
rozktad o parametrach § = 1 i a = 1 jest rozkladem wyktadniczym —
typowym dla okredlenia awaryjnosci podzespoléw elektronicznych. Z kolei
rozktad o parametrach § = 5 i o = 1 jest przykladem rozktadu, ktéry

57



A. Chmielowiec

Weibull a=1.0, p=0.5 —— Weibull a=1.0, p=1.0 ——

Weibull a=1.0, B=5.0 ——

Rysunek 2.4: Przykladowe wykresy gestosci prawdopodobienstwa awarii dla roz-
ktadu Weibulla o okreslonych parametrach: (a) a =1, =10.5, (b) a =1,5 = 1.0,
(c)a=1,=15i(d) a=1,8=5.0

z naszego punktu widzenia wydaje sie¢ by¢ najbardziej interesujacy —
rozktadem prawdopodobienstwa awarii dla produktow starzejacych sie.

Wiegcej informacji na temat tego rozktadu i jego zastosowan mozna zna-
lez¢é w obszernej monografii dotyczacej zastosowan statystyki w naukach
inzynieryjnych — Springer Handbook of Engineering Statistics [22].

2.3.1. Zastosowania i rozklady pochodne

Szerokie zainteresowanie metodami statystycznymi w inzynierii sprawilo, ze
przez ostatnie 40 lat rozktad Weibulla zostal zastosowany w badaniu zuzy-
cia i niezawodnoéci wielu materialéw i proceséw technologicznych. Ponizsze
zestawienie to jedynie drobny wycinek tego, co obecnie mozna znalezé w li-
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teraturze na temat zastosowan rozktadu Weibulla. Niemniej jednak dobrze
obrazuje wszechstronnosé¢ tego rozktadu, jak rowniez fakt, ze do dnia dzisiej-
szego jest on bardzo czesto wykorzystywany do modelowania okreslonych
zjawisk.

(1939) Weibull [43] - granica plastycznosci stali, trwalosé zmeczeniowa
stali,

(1980) Keshevan i inni [21] - wytrzymalosé szkla na pekanie,
(1990) Sheikh i inni [38] - korozja wzerowa rur,
(1997) Queeshi i Sheikh [36] - zuzycie adhezyjne metali,
(1997) Durham i Padget [11] - awaryjno$é kompozytéw z widkna we-
glowego,

1999) Almeida [2] - awaryjno$¢ powlok,

2001) Fok i inni [13] - awaryjnos¢ materialéw kruchych,

(
(
(2002) Newell i inni [35] - awaryjno$¢ materialéw kompozytowych,
(2003) Li i inni [25] - zuzycie elementéw betonowych,

(

2012) Hemphill i inni [17] - trwalo$é¢ zmeczeniowa stopéw aluminium
o wysokiej entropii,

(2018) Aigner i inni [1] - trwalo$é¢ zmeczeniowa odlewéw Al-Si,

(2018) Bokde i inni [10] - modelowanie krzywej mocy turbiny wiatro-
wej,

(2018) Sia i inni [40] - wytrzymalo$é materialéw wykorzystujacych
widokno bananoweca,

(2020) Xie i inni [46] - wytrzymalosé widkien z tereftalanu polietylenu,

(2020) Bai i inni [4] - awaryjnosé¢ ztaczy pod wplywem $cinania.

Tak duzy przekrdj zastosowan zwigzany jest réwniez z wprowadzaniem
pewnych modyfikacji do rozktadu Weibulla, ktére nazywamy modelami po-
chodnymi. Bardzo dobra klasyfikacje tych modeli podatl Murthy [31], ktéry
podzielit je na siedem typdéw, z ktorych kazdy dzieli sie jeszcze na kilka
podgrup. Te siedem typéw mozna podzieli¢ na trzy gtéwne rodzaje:
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1. modele jednej zmiennej (typy I — V),
2. modele wielu zmiennych (typ VI),

3. modele proceséow stochastycznych (typ VII).

Szczegdtowy opis wszystkich typow rozktadu Weibulla zostanie w tym
miejscu pominiety. Czytelnik doktadniej zainteresowany tym zagadnieniem
moze siegnaé do rozdziatu trzeciego monografii Springer Handbook of Engi-
neering Statistics, w ktérym Lai, Murthy i Xie [22], w spos6b bardzo kom-
paktowy przedstawiaja najwazniejsze rozktady pochodne dla jednej zmien-
nej i proceséw stochastycznych. Jezeli natomiast chodzi o modele dla wielu
zmiennych, to warto przestudiowaé rozdzial piaty tej samej monografii,
gdzie Murthy, Baik, Wilson i Bulmer [30] przedstawili je na przykladzie
rozkltadow z dwiema zmiennymi.

2.3.2. Wybér modelu i estymacja parametréow

Ze wzgledu na duza réznorodno$¢ modeli pochodnych, wybér wtasciwego
typu rozkladu nie jest rzeczg prosta. Mozna zauwazy¢, ze w pracach na-
ukowych obowiazuja dwa zasadnicze podejscia:

1. modelowanie = bazujace na  podstawach  teoretycznych  —
tworzenie/dobieranie modelu w oparciu o zbadane i potwierdzone
wtasnosci fizyczne i mechaniczne,

2. modelowanie do$wiadczalne — dobieranie modelu stosownie do uzy-
skanych danych pomiarowych.

7 czysto inzynierskiego i praktycznego punktu widzenia drugie podejscie
jest duzo mniej czasochtonne. Jego gléwna zaleta jest przede wszystkim
brak koniecznosci wnikliwego badania zjawisk fizycznych rzadzacych zuzy-
ciem i awaryjnoscig okreslonych maszyn, podzespotéw i proceséw. Jednakze
sprawdzi sie ono jedynie wtedy, gdy dysponujemy odpowiednio duza liczba
pomiaréw, ktére pozwola na okreslenie modelu i jego parametréw. Proces
ten mozemy podzieli¢ na trzy etapy:

1. wybér modelu (okreslenie rozkladu prawdopodobiefistwa, ktéry powi-
nien dobrze odzwierciedla¢ sytuacje, w ktorej jest stosowany — mozna
na przyktad postuzy¢ sie opublikowanymi wynikami badan i adopto-
waé je do swojego przypadku),

2. estymacja parametréw dla wybranego modelu (wykorzystanie danych
pomiarowych do wyznaczenia parametréw wybranego rozktadu),
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3. weryfikacja modelu (wykonanie na przyklad testow statystycznych
pozwalajacych przyja¢ badZz odrzuci¢ hipoteze, co do trafnosci dopa-
sowania modelu do posiadanych wynikéw pomiarowych).

Najtrudniejszym etapem w powyzszym procesie jest wybér odpowiedniego
modelu. Zazwyczaj realizowany jest on metoda préb i btedow, pdki nie
otrzymamy zadowalajacego wyniku podczas weryfikacji. Odpowiednie do-
pasowanie wynikoéw eksperymentalnych do typu rozkladu jest elementem
niezbyt dobrze zbadanym. Rozwazania na ten temat prowadzili miedzy in-
nymi Liao i Shimokawa [27], ktérzy przedstawili procedury pozwalajace
dobrze dopasowacé wyniki pomiaréw do rozktadu Weibulla. Do realizacji
dwdbch pozostaltych etapéw tego procesu mamy do dyspozycji wiele narze-
dzi, ktére dostepne sa zaréwno w programach statystycznych, jak i w ar-
kuszach kalkulacyjnych. Ze wszystkich tych narzedzi na szczegdlng uwage
zastuguje metoda wykreséw prawdopodobienstwa dla rozktadu Weibulla,
ktora zostala wprowadzona przez Nelsona i Thompsona [34], a nastepnie
byla rozwijana [32], [33]. Jej ogromna wartoscia jest to, ze w sposéb gra-
ficzny i bardzo intuicyjny pokazuje w jaki sposéb parametry rozktadu wpi-
suja sie w zbiér danych pomiarowych. Jej dzialanie zostanie przedstawiona
na przyktadzie.

Przyktad 3. Zatézmy, ze dysponujemy zbiorem danych po-
miarowych, ktéry reprezentuje czas eksploatacji danej maszyny,
podzespotu lub procesu. Dane te sortujemy rosnaco, tak jak to
zostalto przedstawione w Tablicy 2.1 i oznaczamy przezt; < to <
- < t,. Jezeli teraz potraktowac ¢; jako argumenty i przypisaé
im kolejne, réwnoodlegle wartosci z przedziatu [0, 1], to intuicja
podpowiada nam, ze na wykresie powinny pojawi¢ sie punkty
przyblizajace dystrybuante rozktadu prawdopodobienstwa. Idea
wykreséw prawdopodobienistwa dla rozktadu Weibulla siega jed-
nak nieco dalej i wykorzystujac funkcje logarytmiczna dazy do
uzyskania liniowej zaleznosci pomiedzy obiema wspdélrzednymi.
Zanim jednak do tego przejdziemy zauwazmy, ze w powszech-
nym uzyciu sa generalnie dwa sposoby przypisywania prawdo-
podobienstw posortowanemu ciagowi argumentéw:

1. F (t;) nil — estymator $redniej,

2. F(t;) = 205 _ estymator mediany.

W tym konkretnym przykltadzie wykorzystany zostanie estyma-
tor mediany. Dwukrotnie zlogarytmowanie dystrybuanty roz-
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Tablica 2.1: Przykladowy zbiér danych reprezentujacy czas do awarii (¢;) dla pew-

nego elementu eksploatacyjnego
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o] i ] & i] t]
110011 11]0.14 || 21 | 0.54
21002 |12 |0.17 || 22 | 0.64
310.02 13]0.18 | 23 | 0.65
410.06 || 14| 0.19 || 24 | 0.70
51008 | 15]0.29 || 25 | 0.79
6] 0.09 || 16 | 0.31 || 26 | 0.81
71009 || 17031 || 27 | 1.18
810.10 || 18 | 0.34 || 28 | 1.20
910131190381 29 | 1.46
10 1 0.14 || 20 | 0.48 || 30 | 2.45

ktadu Weibulla (2.9) prowadzi do nastepujacej zaleznosci
In[—In[1 — F(t)]] = B1n(t) — flna. (2.14)

Przyjmujac dla osi rzednych y = In[—In[1 — F(t)]], a dla osi
odcietych z = In(t) otrzymujemy zaleznos¢ liniowa

y=pr—pFlna. (2.15)

Dla naszego konkretnego przypadku wartosci « i y dla pierw-
szych 5 pomiaréw umieszczono w Tablicy 2.2. Punkty dla
wszystkich 30 warto$ci zostaly natomiast umieszczone na Ry-
sunku 2.5. Mozna zauwazy¢, ze punkty umieszczone na wykresie
wyraznie skupione sa w poblizu prostej. Oznacza to, ze z bardzo
duzym prawdopodobienstwem ich rozkitad bedzie odpowiadal
pewnemu rozktadowi Weibulla. Stosujac metode najmniejszych
kwadratéw mozemy na przyktad wyznaczyé rownanie prostej
regresji, ktére w tym konkretnym przypadku ma postaé

y=A-z+B=0936 z+0.775

Wykorzystujac réwnanie (2.15) mozemy zatem wyznaczy¢
wspotczynniki rozktadu Weibulla, ktére najlepiej dopasowuja
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Tablica 2.2: Wartosci # = In(t;) i y = In[— In[1— F(t;)]] wyznaczone dla pierwszych
5 pomiaréw z przyktadowego zbioru danych

|t | F(t) [2=In(t:) [ y=In[-In[1 - F(t)]] |

|

11001 0.02 “4.61 ~4.09
20.02] 005 3.91 2.97
310.02] 0.08 3.91 2.44
41006 0.12 2.81 2.09
5]008]| 0.15 2.53 1.82

P‘rosla regresji: y‘ =0.936 x + 0.7‘75 —
Dane pomiarowe  +

In-In(1-Ty)

Rysunek 2.5: Przyktad zastosowania metody wykresow prawdopodobienstwa dla
funkcji Weibulla

rozktad do uzyskanych wynikéw pomiarowych. Dzieki temu
otrzymujemy ostatecznie

o = e—B/A — ,—0775/0.936 _ () 437

B=A=0.936.

Poniewaz wspoétczynnik § jest bliski jednosci, to mozemy wnio-
skowaé, ze w tym konkretnym przypadku rozktad jest zblizony
do rozktadu wyktadniczego.

Jak juz zostalo wczedniej wspomniane, metoda wykreséw prawdopodobien-
stwa dla rozktadu Weibulla, jest tylko jedna z metod pozwalajacych na wy-
znaczenie parametrow i weryfikacje czy jest to w ogodle rozktad tego typu.
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Niemniej jednak jest to metoda niezwykle intuicyjna, ktéra w sposob ob-
razowy pokazuje zalezno$¢ pomiedzy danymi pomiarowymi, a rozktadem
Weibulla.

2.4. Optymalizacja kosztéw eksploatacji z wyko-
rzystaniem rozkladu Weibulla

Mimo instalacji coraz wiekszej liczby czujnikéw i monitorowania stopnia
zuzycia wielu systeméw i ich podzespoléw, nadal istnieje spora liczba
elementow, ktorych stan przydatnosci okreslamy w sposéb binarny —
sprawny /niesprawny. Za przyklad niech tutaj postuzy wezyk olejowy,
w przypadku ktérego nie mozna na biezaco okresla¢ poziomu sprawnosci.
Byé moze w przyszloéci zaawansowane systemy wizyjne beda w stanie
automatycznie wykrywaé¢ mikropekniecia na jego powierzchni i $ledzié
poziom zuzycia. Obecnie jednak dziatanie w takich przypadkach jest czysto
reakcyjne. Wymiana dokonywana jest w Scisle okreslonym momencie lub
usuwana jest awaria, gdy sie pojawi. Z punktu widzenia oséb zajmujacych
sie utrzymaniem ruchu jest to malo komfortowa sytuacja. Nalezy jednak
zauwazy¢, ze dla kazdego takiego elementu znajdujacego sie na linii
produkcyjnej mozna ustali¢ optymalny czas jego pracy. Przez optymalny
nalezy tutaj rozumie¢ czas, ktéry minimalizuje koszty obstugi serwisowe;j.
Intuicja podpowiada, ze jesli usuniecie awarii jest duzo drozsze od wy-
miany planowej, to standardowy czas pracy takiego elementu powinien by¢
krotszy niz w sytuacji, gdy koszty usuniecia awarii i planowej wymiany
sg zblizone. Powstaje jednak pytanie: w jakim momencie dokonywaé
wymiany, aby dlugofalowe koszty byly jak najnizsze? Ten wtasnie problem
bedzie rozwazany w niniejszej czesci.

Rozwazmy rozklad Weibulla przedstawiony na Rysunku 2.6, ktorego
parametry rozktadu wynoszg odpowiednio o = 5 = 5. Rozktad ten zostat
wybrany jako przyktad ilustrujacy niezawodnos$é elementéw starzejacych
sie. W praktyce dla kazdego elementu nalezy oszacowaé parametry a i 8 na
podstawie danych historycznych (co zostalo zaprezentowane w poprzedniej
czeéci) lub informacji pochodzacych od producenta. Mozna wyliczyd,
ze éredni czas zycia produktu dla rozkladu o tych parametrach wynosi
okolo 4.6 jednostki czasu (dla naszych rozwazan precyzyjne ustalenie jaka
jest to jednostka czasu nie ma kompletnie zadnego znaczenia, niemniej
jednak czytelnik moze dla ustalenia uwagi przyjaé, ze sa to na przyktad
miesiace). Z wykresu mozna wywnioskowaé, ze systematyczna wymiana
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Gestos$¢ prawdopodobieristwa uszkodzenia

Rysunek 2.6: Wykres gestoéci prawdopodobienistwa dla rozktadu Weibulla o war-
tosci parametréow a« =51 = 5.

takiego elementu co jedna jednostke czasu praktycznie eliminuje problem
wystapienia awarii. W zwiazku z tym producent moze zaleca¢ uzytkowni-
kom regularna wymiane wtasnie co taki konkretnie okres czasu. Powstaje
jednak pytanie, czy takie podejécie jest uzasadnione ekonomicznie?
Niestety nie ma jednoznacznej odpowiedzi na tak postawiony problem.
Rozwiazanie zalezy bowiem od tego jaki jest koszt wymiany tego elementu
podczas standardowych czynnosci serwisowych, a jaki jest koszt wymiany
w przypadku awarii. Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze zaréwno do
kosztu wymiany serwisowej, jak i do kosztu wymiany podczas awarii nalezy
doliczy¢ koszty zwiazane z przestojem. Jest to bardzo istotny element,
ktory moze sprawié, ze ten sam element wykorzystany w réznych miejscach
linii produkcyjnej bedzie potraktowany odmiennie. Jako koszt mozna
traktowaé tak naprawde dowolny ograniczony zasob, ktorym dysponuje
przedsiebiorstwo, a ktéory ma jakakolwiek warto$é. Moze to byé czas,
pieniadze, energia, itd. W zasadzie przez koszt nalezy rozumieé¢ wszelkie
konieczne zasoby, ktére sa zuzywane podczas wymiany (zaréwno wymiany
serwisowej, jak i wymiany w przypadku awarii).

Rozwazmy problem optymalnego doboru czasu wymiany w spos6b bar-
dziej formalny. Zalézmy, ze znane sa koszty usuniecia awarii danego ele-
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mentu c4 oraz koszty planowej wymiany serwisowej cg. Niech ponadto be-
dzie dana warto$¢ a = ca/cg. Zalézmy teraz, ze prowadzone sg regularne
wymiany serwisowe tego elementu po doktadnie T' jednostkach czasu, ktéry
uptynat od poprzedniej wymiany. W takim przypadku mozemy zdefiniowaé
gestos¢ prawdopodobienstwa wymiany elementu w okreslonej chwili czasu
t jako funkcje

WV oty 1T,
fr() =4 k()P e g<ier, (2.16)
0 t<0it>T,

gdzie 0p(t) jest funkcja delta Diraca. Dystrybuanta okreslonego w ten spo-
s6b rozkladu prawdopodobienstwa ma postaé

e—(t/a)° t=T,
Frt)=¢ 1—e @’ og<t<T, (2.17)
0 t<0it>T.

Na podstawie funkcji Fp jesteSmy w stanie oszacowaé¢ oczekiwany koszt
dziatan serwisowych dla zadanego czasu wymiany T jako

T = cA <1 — e_(T/a)B> + cse_(T/a)B. (2.18)

W powyzszym wzorze koszt ¢ jest po prostu érednia wazona kosztu awarii
ca, ktory pojawia sie z prawdopodobienstwem 1 —e~(T/2)" { kosztu naprawy
serwisowej cg, ktéry pojawia sie z prawdopodobiefistwem e~(T/ @ Jezeli
wziaé pod uwage warunek, ze c4 = a-cg, to otrzymamy nastepujaca réwnosé

cr = cg (a —(a— 1)6_(T/0‘)ﬁ> . (2.19)

Wyznaczony koszt nie jest jednak jeszcze tym, co tak naprawde jest poszu-
kiwane. Jasnym jest bowiem, ze nie uwzglednia on jeszcze czestosci z jaka
takie zmiany muszg by¢ dokonywane. Bez trudu mozna sobie bowiem wy-
obrazi¢ sytuacje, w ktérej $redni koszt cr jest niewielki, ale czestotliwosé
z jaka jest ponoszony tak duza, ze nie jest to rozwiazanie optymalne. Niech
zatem ur oznacza Sredni czas pomiedzy wymianami danego elementu za-
réwno ze wzgledu na awarie, jak i ze wzgledu na planowang wymiane ser-
wisowa. Wtedy wartosé u:}l okredla czestotliwo$¢ wymiany elementu i po-
zwala na zdefiniowanie funkcji er okreslajacej wzgledny koszt utrzymania

sprawnoéci elementu w jednostce czasu
CT —1

er = — - up. (2.20)
cs
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Wzgledny koszt utrzymania sprawnos$ci w jednostce czasu et

Rysunek 2.7: Wykresy funkcji wzglednego kosztu utrzymania sprawnosci w jedno-
stce czasu ep dla przyktadowych wartoéci parametru a.

To wtasnie minimalizacja funkcji er jest naszym gléwnym zadaniem. Aby
ten cel zrealizowaé¢ konieczne jest okreSlenie wzoru na oczekiwany czas wy-
miany pr, ktéry dany jest za pomoca nastepujacej zaleznosci

T
%4 :/0 th(t) dt. (2.21)

Niestety posta¢ okreslonej wezesniej funkceji gestosci nie pozwala rozwigzaé
tej catki w sposéb analityczny dla dowolnej wartosci 5. W zwiazku z tym
funkcja e okreslajaca wzgledny koszt utrzymania sprawnosci w jednostce
czasu wyraza sie w nastepujacy sposob

g — 1) T/
ep = 2= laz e . (2.22)

S tfr(t) dt

Wykresy funkcji er dla kilku przyktadowych wartosci a przedstawiono na
Rysunku 2.7. Z wykreséw tych wida¢, ze funkcja wzglednego kosztu utrzy-
mania sprawnosci przyjmuje swoje minimum tym wczesniej im wieksza jest
warto$¢ wspotczynnika a. Jest to zgodne z intuicja, ktéra podpowiada, ze
im wyzszy jest koszt awarii w poréwnaniu do kosztu wymiany serwisowej,
tym krécej powinien by¢ uzytkowany dany element. Jesli koszt usuniecia
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Tablica 2.3: Czasy wymiany, ktore minimalizuja wzgledny koszt utrzymania spraw-
nosci urzadzenia dla okre$lonych wartosci a.

a | a| B | Czas wymiany minimalizujacy
koszty utrzymania

2 |15|5 3.80

4 |55 3.05

8 5|5 2.57

16 | 5|5 2.21

32|55 1.91

awarii jest dwa razy wyzszy niz koszt obslugi serwisowej, to element
powinien by¢ wymieniony po 3.8 jednostkach czasu. Z kolei gdy koszt
usuniecia awarii przekracza czterokrotnie koszt regularnego serwisu, to
element powinien by¢ wymieniany po 3.05 jednostkach czasu. Zestawienie
wszystkich wartosci dla wspomnianego wykresu umieszczono w Tablicy 2.3.

Na Rysunku 2.8 przedstawiono w jaki sposob powinien zmieniaé sig
maksymalny czas uzytkowania danego elementu jezeli rosna wzgledne
koszty awarii. Przedstawione powyzej rozwazania nie maja charakteru ogol-
nego, gdyz dotyczyly rozktadu Weibulla o parametrach « =51 § = 5. Je-
sli proces starzenia danego elementu przyblizony jest rozkladem Weibulla
o innych wartosciach tych parametréw, to cala analize nalezy wykonaé po-
nownie dla zmodyfikowanych danych. Jesli w przedsiebiorstwie mamy do
czynienia z wieloma elementami tego rodzaju, to mozna zastanawiaé sie
nad stworzeniem narzedzi, ktore pozwolilyby zautomatyzowac¢ ten proces.

2.5. Podsumowanie

W rozdziale tym przedstawione zostaly podstawy teorii niezawodnosci i me-
tody modelowania zuzycia maszyn oraz ich elementéw. Obie te dziedziny
wiedzy sa dzisiaj obszernie opisane w literaturze. Dlatego tez zadaniem cze-
Sci 21 3 tego rozdziatu byto wprowadzenie do wspomnianej tematyki i wska-
zanie materialéw zrodtowych, ktére pozwolg zainteresowanym czytelnikom
na doktadniejsze zbadanie konkretnych tematéw. Giéwny cel niniejszego
rozdzialu zostal przedstawiony w czeéci 4, gdzie za pomoca wprowadzonych
poje¢ poddano analizie problem optymalizacji kosztéw eksploatacji elemen-
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arg(min‘(eﬁ)

Czas wymiany serwisowej T minimalizujacy koszt et
(4]
T

Stosunek kosztu awarii do kosztu serwisu a = ¢,/ cg

Rysunek 2.8: Wykresy wartoéci 7" minimalizujacych wzgledny koszt utrzymania
sprawnosci w jednostce czasu er dla zadanych wartosci parametru a.

tow nienaprawialnych. Pokazano, ze statystyczne modelowanie zjawisk sta-
rzenia sie oraz awaryjnosci moze by¢ w sposéb efektywny wykorzystane do
numerycznej optymalizacji okreséw serwisowania poszczegdlnych elemen-
tow. Zaprezentowane metody pokazuja jak przy uzyciu arkusza kalkula-
cyjnego mozemy wyznaczy¢ parametry rozkladu reprezentujacego proces
starzenia sie danego elementu oraz w jaki sposéb wykorzystaé te informa-
cje w procesie optymalnego planowania przegladéw serwisowych. Nalezy
tez zauwazyé, ze opisane w tym rozdziale metody moga by¢ relatywnie
prosto zintegrowane z systemami MES (Manufacturing Execution System)
i CMMS (Computerised Maintenance Management System) uzupelniajac
obraz systemu utrzymania ruchu.
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Weibull distribution and its application in the optimization of operating
costs of non-repairable elements

Abstract: The first three parts of the chapter contain an introduction, the basics
of the theory of reliability and modeling of aging processes of machine and device

elements. They are an introduction to this subject matter and are supplemented

by an extensive bibliography allowing for the exploration of the concepts presen-

ted in them. Part four demonstrates how knowledge about reliability and aging

components can be practically used in a production environment. The fourth part

presents numerical methods of optimizing the operating costs of non-repairable

elements that can be used in the maintenance departments of manufacturing com-

panies.
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