UNIWERSYTET WARSZAWSKI
WyDziat,. CHEMII

MALGORZATA JEZIORSKA, ALEKSANDRA TUCHOLSKA
MicHAEL HAPKA, TOMASZ GRINING

Ch ia\lewanto&a//ﬁo e

del

SKRYPT DLA STUDENTOW
ZAINTERESOWANYCH RACZEJ INNYMI DZIALAMI CHEMII

Warszawa, wrzesien 2014



©2014
Wszelkie prawa zastrzezone



PRZEDMOWA

Mamy nadzieje, ze ten skrypt utatwi opanowanie wiedzy z chemii kwantowej
studentom, ktorzy nie przepadaja za teoretycznymi modelami i sg zaintere-
sowani raczej innymi dzialami chemii. Przedstawiajac wybrany, niezbedny
materiat, nie zaktadaliSmy biegtosci czytelnika w stosowaniu metod matema-
tycznych. Znacznie szersze oméwienie przedstawionych tu zagadnien mozna
znalez¢é w podrecznikach chemii kwantowej (migdzy innymi®3?).

Ten skrypt powstal z przeznaczeniem dla studentéw Wydziatu Chemii
Uniwersytetu Warszawskiego, uczestniczacych w kursie Chemia kwantowa A-
laboratorium. Na zajeciach tych, majacych charakter laboratorium kompute-
rowego, wykorzystywany jest m.in. program MAXIMA?, dlatego w skrypcie
pojawiaja sie odwotania do polecen tego programu.

Mamy tez nadzieje, ze uda nam si¢ zacheci¢ przynajmniej czesé czytel-
nikéw do korzystania z metod chemii kwantowej i pogtebienia wiedzy z tej
dziedziny.

Autorzy
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1 CZASTKA W PUDLE 1

1 Czastka w pudle

1.1 Opis problemu

Rozwazmy czastke, ktéra moze poruszaé sie tylko w jednym wymiarze (wzdtuz
osi x). Méwimy, ze czastka znajduje sie w nieskoniczonym pudle potencjatu,
jesli jej energia potencjalna (potencjal) jest nieskoniczenie wielka poza pew-
nym przedziatem, w ktérym jest réwna zero.Jesli przyjmiemy, na przyktad,
ze dla z z przedzialéw (—o0,0) oraz (L, 00) energia potencjalna czastki jest
nieskoriczenie wielka, natomiast w przedziale (0, L) jest réwna 0, to dodatnia
liczbe L nazywamy dtugoscig pudta. Ponizszy rysunek jest ilustracja tego
problemu:

Rysunek 1: Model czastki w pudle.

Aby znalezé¢ funkcje falowa, opisujaca stan ukladu, ktorego energia nie
zalezy od czasu, nalezy rozwiazaé¢ réwnanie Schrodingera:

Hy = Eip, (1.1)

gdzie H=T+V to operator catkowitej energii uktadu (hamiltonian, operator
Hamiltona), bedacy suma operatoréw: energii kinetycznej Ti potencjalnej
V, E to energia uktadu, a 1 oznacza funkcje falowa.

W wyniku dziatania operatora Hamiltona na funkcje falows otrzymuje
sie te sama funkcje pomnozona przez liczbe (tu E). Oznacza to, ze funkcja
falowa jest funkcja wtasng operatora Hamiltona, a liczba F wartoscig wtasnag
tego operatora.
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W mechanice kwantowej przyjmuje si¢, ze wartosci wtasne operatora, re-
prezentujacego jakas wielko$¢ mechaniczng, okreslaja wartosci, ktére mozna
uzyska¢ w wyniku pomiaru tej wielkosci. Wartosci wlasne operatora Ha-
miltona okreslaja wartosci catkowitej energii uktadu. Rozwiagzanie réwnania
Schrodingera polega na znalezieniu funkcji wlasnych (i wartosci whasnych)
operatora Hamiltona.

Posta¢ operatora H zalezy od tego, z jakim uktadem fizycznym mamy
do czynienia. Zgodnie z zalozeniami przyjetymi w mechanice kwantowej,
aby otrzymac ten operator nalezy w klasycznym wyrazeniu na sume energii
kinetycznej i potencjalnej, zamieni¢ ped na operator pedu i potozenie na
operator potozenia.

Calkowita energia czastki w pudle potencjatu (obszar II, na rysunku 2.1)
rowna jest jej energii kinetycznej, poniewaz energia potencjalna wynosi zero.
Poza pudtem energia potencjalna czastki bytaby nieskonczenie wielka i dla-
tego czastki tam nie ma (funkcja falowa réwna jest zero dla kazdego x z
przedziatow: (—o0,0) oraz (L,00)). Dla czastki w pudle wystarczy zatem
rozwazy¢ energie kinetyczna Fy;,

g 2B

T2 2m

gdzie v, oznacza predkos¢, a p, - ped czastki (oczywiscie, ped czastki, poru-
szajacej sie wzdtuz osi x réwny jest sktadowej pedu wzdtuz osi z).

W wyrazeniu tym nalezy dokonaé¢ podstawienia:

(1.2)

h d d
—— = —th—, 1.3
1 do dx (13)
gdzie p, - sktadowa x pedu, p, - operator sktadowej x pedu, h = % - zredu-
kowana stata Plancka, rowna statej Plancka dzielonej przez 27, i = /—1 -
jednostka urojona, ;—w - pochodna po zmiennej x.

Wynikiem dziatania operatora p, na funkcje f(x) jest pochodna tej funkcji

wzgledem x pomnozona przez liczbe —ih (albo % ==h — 2h ih).

% —1

px%ﬁx:

Operator energii kinetycznej T dla tej czastki ma postac:
~2 2 32
~ P he d
T=—=———. 1.4
2m 2m dx? (14)

Operator Hamiltona dla czastki w jednowymiarowym pudle potencjatu
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jest rowny T, zatem nalezy rozwiaza¢ réwnanie Schrodingera

h? d?y
-~ T _F 1.5
2m dz? v (1.5)

pamietajac przy tym, ze poza pudlem funkcja falowa jest rowna zero.

1.2 Rozwigzanie problemu czastki w pudle

Po przeksztatceniu zapisanego wyzej réwnania Schrodingera do wygodniej-
szej postaci (takiej, ze wszystkie liczby sa po prawej stronie):

2
3 v__ b, (1.6)
x h
widaé, ze rozwigzania takiego rownania mozna otrzymac, zastanawiajac sie,
dla jakiej funkcji po dwukrotnym jej zrézniczkowaniu otrzymuje sie te sama
funkcje pomnozona przez liczbe.
Jak wiadomo:

dsin kx
dx
Mozna to sprawdzi¢ wpisujac w programie WXMAXIMA polecenie:

= kcoskx (1.7)

diff (sin(k*x) ,x)
Druga pochodna funkcji sin kx po zmiennej = jest réwna

d? sin kx
dz?

= —k*sin kx (1.8)

co mozna otrzyma¢ w MAXIMIE wpisujac
diff (sin(k*x) ,x,2)

gdzie trzecim argumentem komendy diff(.,.,.) jest krotno$é¢ pochodne;j.
Podobnie jest dla funkcji cos kxz. Zatem funkcja:

¥ = ¢(x) = asinka + beos kz, (1.9)

gdzie a i b sa dowolnymi liczbami, jest rozwiazaniem ogélnym réwnania (1.6),
o ile oznaczymy Z2E = k2.
Taka sama posta¢ rozwigzania ogdlnego mozna otrzymaé przy pomocy

programu MAXIMA, wpisujac polecenia:
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rownr:’diff (psi,x,2)=-k**2*psi
ode2(rownr,psi,x)

gdzie w pierwszym poleceniu zostala zadana posta¢ réwnania rézniczkowego,
oznaczonego etykieta rownr, a drugie polecenie, ktorego nazwa jest skrotem
od Ordinary Differential Equation 2nd order, powoduje rozwigzanie rownania
rozniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu. To drugie polecenie ma trzy
argumenty oddzielone przecinkami: réwnanie, ktére ma zosta¢ rozwigzane
(jego postaé zostala wezesniej zapisana w pamieci programu jako rownr),
zmienng zalezng, czyli funkcje oraz zmienng niezalezna, od ktérej funkcja
zalezy. (Na pytanie programu o warto$¢ k: Is k zero or nonzero? nalezy
odpowiedzie¢ nonzero, czyli niezerowa)

1.3 Warunki brzegowe i kwantowanie energii

Kwadrat modutu funkcji falowej (a dla funkeji rzeczywistej po prostu kwa-
drat funkcji), opisujacej stan czastki, jest w mechanice kwantowej interpre-
towany jako gestosé¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki w przestrzeni.
7 tego powodu funkcjami falowymi mogg by¢ tylko te sposréd poprawnych
matematycznie rozwigzan rownania Schrodingera, ktorym mozna nadac taka
interpretacje. Funkcje falowe musza by¢ zatem (miedzy innymi) funkcjami
ciggtymi.

Jak wczesniej wyjasniono, funkcja falowa 1 (x), opisujaca stan czastki w
rozwazanym przez nas pudle potencjalu, musi by¢ réwna zero w obszarze
poza pudlem, a wiec dla z z przedzialéw (—o0,0) oraz (L,o0). Funkcja
1 (x) bedzie zatem ciagta tylko wtedy, gdy bedzie mie¢ wartosé zero takze na
brzegach pudta, czyli gdy ¥(0) =01 (L) =0

¥(0) = asin0 + bcosO = b (1.10)

czyli warunek 1(0) = 0 bedzie spelniony tylko, jesli przyjmiemy b = 0, a
wiec (x) = asin kz.
(L) = asinkL (1.11)

Jak wiadomo, funkcja sinus ma warto$é¢ zero tylko dla takich wartosci
argumentu tej funkcji, ktore sg catkowitymi wielokrotnosciami liczby 7, czyli
Y(L) = 0 tylko dla kL = nm, gdzie n jest liczba catkowita. Stad wniosek,
ze liczba k nie moze mie¢ dowolnej wartosci. Musi by¢ k = 7, gdzie n jest
liczba catkowita.
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Trzeba jednak pamietaé, ze rozwiazujac problem czastki w pudle ozna-
2mE __ n’x?®

czylismy jako k? liczbe 2’;2'9 . Zatem musi by¢ =5 5, czyli
B272n2
_orn (1.12)
2mL>?

Dla uproszczenia zapisu mozna wykorzystaé¢ definicje zredukowanej statej
Plancka h = % Ostatecznie energia czastki w pudle wyraza si¢ wzorem:

h2n?
E=F,= Sl (1.13)
gdzien =1, 2, 3,4, ...
Funkcja falowa ma postac:
b(x) = n(z) = asin L (1.14)

L

Okazuje sie zatem, ze zar6wno energia E jak i funkcja falowa 1 (z), zaleza
od pewnego parametru n, ktéry moze przyjmowaé tylko niektére wartosci.
Dla podkreslenia zaleznosci energii i funkcji falowej od parametru n, zwanego
liczba kwantowa, oznacza sie je odpowiednio jako F, i 1, (x). Warto zwrdcié
uwage, ze n nie moze by¢ réwne 0, bo wéwczas byloby v, (z) = sin%t = 0
dla dowolnych x (czyli zerowe prawdopodobieristwo znalezienia czastki gdzie-
kolwiek w przestrzeni).

Zalezno$¢ energii od n oznacza, ze warto$¢ energii czastki nie moze by¢
dowolna i nie moze zmienia¢ si¢ w sposéb ciggly. Méwimy, ze energia jest
skwantowana.

Stan o najnizszej energii (dla czastki w pudle jest to stan odpowiadajacy
liczbie kwantowej n=1) nazywany jest stanem podstawowym danego uktadu.
Stany o energiach wyzszych niz energia stanu podstawowego nazywane sg
stanami wzbudzonymi uktadu.

Nie jest jeszcze znana warto$é statej a wystepujacej w funkcji falowej. Ze
wzgledu na statystyczng interpretacje funkcji falowej, prawdopodobienstwo
znalezienia w danym przedziale, np. od x = a do x = b, czastki, ktorej stan

opisuje funkcja 1, (x), nalezy obliczy¢ jako:

/ab\wn(:c)|2dx (1.15)

Prawdopodobienstwo znalezienia czastki gdziekolwiek na osi x (dla —oco <
x < oo powinno by¢ réwne 1 (prawdopodobienistwo zdarzenia pewnego), a
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zatem v, (x) musi speliaé warunek:
| W@l = [ e @e()de =1 (1.16)

gdzie ¢*(x) oznacza funkcje sprzezona zespolenie do funkcji ¢(z). Dla funkeji
o wartosciach rzeczywistych (jaka jest funkcja sinus) ¢*(x) = ¢(x).

Funkcje spetniajaca warunek (1.16) nazywa sie znormalizowana. Warunek
ten mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia wartosci statej a.

Podstawiajac posta¢ (1.14), jaka ma funkcja falowa w przedziale (0,L)
(poza tym przedzialem ma wartos¢ zero), do réwnania (1.16) otrzymujemy
warunek:

L
a2/0 sinzn—zxdx —1 (1.17)

DLA ZAINTERESOWANYCH - obliczanie catki bez pomocy
programu

Przy obliczaniu calki typu [sin? (kz) dz nalezy wykorzysta¢ znane z
trygonometrii wzory:

1 = cos®(kx) + sin®(kx). (1.18)
czyli tzw. jedynke trygonometryczng oraz
cos 2kx = cos® kx — sin? k. (1.19)

czyli wzor na cosinus podwojonego kata. Odjecie od pierwszego z tych
réwnan drugiego (stronami) i podzielenie obu stron otrzymanego réwna-
nia przez 2 prowadzi do zaleznosci:

1 — cos2kx

5 = sin? k. (1.20)
czyli
1 cos 2kx xr  sin2kx
. 2
ka)de = [ Sdo— | dr =2 — . 1.21
/ sin® (kz) dz 5de 5 z=3 P (1.21)
Teraz trzeba obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej, pamietajac przy tym, ze
k=" in=1, 2, 3, .... Granicami catkowania sa 0 i L i natychmiast
s nnL .
widaé, ze LSIZEWL — Lf;;;‘) =0, czyli

L nwT L
in? ——dz == 1.22
/0 sin 7 T 5 ( )
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Wartosé catki wystepujacej w warunku (1.17) mozna obliczyé¢ przy po-
mocy dwoéch polecenn programu MAXIMA

declare(n,integer)
w ktorym podajemy informacje, ze zmienna n jest catkowita i
integrate(sin(n*)pi*x/L)**2,x,0,L)

gdzie polecenie integrate(.,.), czyli catkuj, ma cztery argumenty: funkcje,
ktéra nalezy scatkowaé (tu sin(n*)pi*x/L)**2), zmienna catkowania (tu
x), dolna granice catkowania (tu 0)i gérna granice catkowania (tu L). Jesli
nie przyjeliSmy wczesniej, ze L>0, to program zapyta: Is L positive,
negative, or zero? na co nalezy odpowiedzie¢ positive. Program poda
odpowiedz %
Réwnanie (1.17) prowadzi zatem do warunku:
2Ly (1.23)
2

a zatem a2:% i ostatecznie znormalizowana funkcja falowa dla czastki w
pudle potencjatu ma postac:

Un(z) = \/Esin ? (1.24)

gdzie n=1, 2, 3, ...

1.4 Wykresy funkcji falowych i ich kwadratéw

Na rysunkach w tym podrozdziale przedstawiono wykresy funkcji falowych
i ich kwadratéw (czyli gestosci prawdopodobienstwa znalezienia czastki) dla
czastki w jednowymiarowym pudle potencjatu o dtugosci L=5.
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e
)

2
L{sin

Rysunek 2: Wykres funkcji falo- Rysunek 3: Wykres kwadratu funk-
wej dla stanu podstawowego (n=1) ¢ji falowej dla stanu podstawowego
czastki w pudle. czastki w pudle.

2mx
- 2
singZE2 )

L

Rysunek 4: Wykres funkeji falowej Rysunek 5: Wykres kwadratu funkcji
dla pierwszego stanu wzbudzonego falowej dla pierwszego stanu wzbu-
(n=2) czastki w pudle. dzonego czastki w pudle.
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YAV

Rysunek 6: Wykres funkcji falo- Rysunek 7: Wykres kwadratu funkcji
wej dla drugiego stanu wzbudzonego falowej dla drugiego stanu wzbudzo-
(n=3) czastki w pudle. nego czastki w pudle.

s
)2

g

=

(sinl

2
5

Jak tatwo zauwazy¢, funkcja falowa, opisujaca stan podstawowy czastki
w pudle, nie ma miejsc zerowych wewnatrz pudta, czyli funkcja falowa dla
stanu podstawowego czastki w pudle nie jest rowna zero dla zadnej wartosci
x, takiej ze 0 < x < L (oczywiscie, kazda funkcja falowa, opisujaca stan
czastki w pudle, jest réwna zero dla =01z = L). Funkcja falowa dla pierw-
szego stanu wzbudzonego (n=2) ma jedno miejsce zerowe wewnatrz pudla,
funkcja falowa dla drugiego stanu wzbudzonego (n=3) ma dwa takie miejsca
zerowe itd. Funkcja falowa, opisujaca kolejny stan, ma o jedno miejsce zerowe
wiecej niz funkcja falowa, opisujaca stan poprzedni. Podobne prawidlowosci
wystepuja takze dla innych uktadow.

sin 2
_ax
(sint=g-1)

.

Rysunek 8: Wykres funkcji falowej Rysunek 9: Wykres kwadratu funk-
dla stanu wzbudzonego czastki w pu- c¢ji falowej dla stanu wzbudzonego
dle dla n=". czastki w pudle dla n="7.

Pytanie pomocnicze 1. Jakiej liczbie kwantowej n odpowiadaja wy-
kresy funkcji falowej i kwadratu funkcji falowej przedstawione na rysunkach
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8197

Odpowiedz 1. Wykresy te odpowiadaja liczbie kwantowej n = 8, czyli
siddmemu stanowi wzbudzonemu czastki w pudle.

Graficzne przedstawienia funkcji falowych i ich kwadratow pozwalaja czesto
na lepsze zrozumienie wlasciwosci opisywanego uktadu.

Pytanie pomocnicze 2. Na podstawie zamieszczonego na rys.10 wy-
kresu kwadratu funkcji falowej dla n = 5, okresli¢ prawdopodobienstwo zna-
lezienia miedzy x = 1 a x = 2 czastki, poruszajacej sie w jednowymiarowym
pudle potencjatu o dlugoéci L = 5, jesli stan tej czastki opisuje funkcja fa-
lowa, odpowiadajaca liczbie kwantowej n =5 .

Zpmnt) )

Rysunek 10: Wykres kwadratu funk-
cji falowej dla czwartego stanu wzbu-
dzonego czastki w pudle (n=>5).

1

Odpowiedz 2. Prawdopodobieristwo to jest réwne ¢

1.5 Do czego moze stuzy¢é chemikowi model czastki w
pudle?

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze model czastki w pudle jest bardzo odlegty
od problemoéw interesujacych chemikow. Okazuje sie jednak, ze zastosowanie
tego modelu do przyblizonego opisu tzw. elektronéw 7 w czasteczkach zawie-
rajacych sprzezone uklady wiazan podwéjnych (polienéw, barwnikéw cyjani-
nowych) pozwala wyjasni¢ niektére prawidtowosci obserwowane w widmach
elektronowych tych zwiazkéw ( zad.4.4, str. 583, str. 65-672).

Model czgstki w trojwymiarowym pudle potencjatu, ktory jest prostym
uogolnieniem modelu czastki w jednowymiarowym pudle potencjatu, jest wy-
korzystywany do obliczania translacyjnego wktadu do entropii gazu.
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2 Oscylator harmoniczny

W poprzednio omawianym modelu czastka poruszata si¢ w pudle o statym
potencjale V = 0. Czastka ta nie mogta znalez¢ sie poza pudtem, poniewaz
poza granicami pudta jej energia bylaby nieskonczenie wielka. Tym razem
czastka poruszaé sie bedzie w obszarze, w ktorym potencjal zalezy od jej
potozenia x.

W mechanice klasycznej potencjat oscylatora harmonicznego ma postac

ka?
V=" 2.1
2 ? ( )

stad sita dzialajaca na czastke jest réwna
F=—ka, (2.2)

a stata proporcjonalnosci k nosi nazwe stalej sitowej.
W przypadku kwantowym operator energii potencjalnej V' dla oscylatora
harmonicznego ma postaé
o k2% ka?
V=—x-=—: (2.3)
2
gdzie druga réwnos¢ wynika z faktu, ze dziatanie operatora potozenia Z na
funkcje f(z) polega na pomnozeniu tej funkcji przez funkcje g(z) = z, tj.

(f(x)) = xf(x). (2.4)

Postaé potencjatu oscylatora harmonicznego przedstawia rysunek 11

2.1 Oscylator harmoniczny klasycznie

W mechanice klasycznej oscylator harmoniczny mozna sobie wyobrazié¢ jako
czastke o masie m, ktéra oscyluje pomiedzy punktami maksymalnego wy-
chylenia (np. wahadlo matematyczne).
Ze wzgledu na zwiazek (2.2) zalezno$¢ potozenia oscylatora harmonicz-
nego od czasu mozna znalezé, rozwiazujac rownanie rézniczkowe:
d%z k
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Rysunek 11: Potencjal oscylatora harmonicznego

Zmiany potozenia oscylatora harmonicznego w czasie mozna przedstawic,
na przyktad, przy pomocy funkcji:

x(t) = Asin 27t + @), (2.6)

gdzie A i @, to pewne state zalezne od warunkéw poczatkowych, a vy = %\/%
oznacza czestosé drgan oscylatora.

Rozwazmy ruch oscylatora klasycznego na osi z. Punkty maksymalnego
wychylenia oznaczone beda jako —x,, i z,,. Czastka rusza np. z x = —x,,
w kierunku dodatnich wartosci x, az do x = x,,, a nastepnie wraca do x =
—x,, itd. Energia potencjalna jest proporcjonalna do kwadratu wychylenia
z polozenia rownowagi, zatem najwiekszag warto$¢ osigga dla najwiekszego
wychylenia, czyli w punktach zwrotu x = z,,, i * = —x,,. Dla tych punktow
energia potencjalna ma wartosc¢:

k 2
B, = % (2.7)
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W punkcie réwnowagi, czyli dla x = 0, energia potencjalna ma, oczywiscie,
wartos¢ zero.
Energia kinetyczna klasycznie wyraza si¢ wzorem

va

E.. = 5 (2.8)
czyli zalezy od kwadratu predkosci. W punktach zwrotu predkosé czastki jest
rowna zero, poniewaz czastka musi wyhamowac i ruszy¢ w przeciwng strone.
Stad wynika, ze takze energia kinetyczna czastki w punktach zwrotu jest
rowna zero. Najwieksza energie kinetyczng ma czgstka w punkcie rownowagi,
gdyz tam ma najwieksza predkosc:

Ekin = — . (29)

Catkowita energia czastki jest suma energii kinetycznej i energii potencjalnej
i chociaz obydwie te wielko$ci zmieniaja si¢ w czasie, to catkowita energia
jest stalta i réwna
s
¢ 2

Whioski te przedstawione zostaty na rysunku 12.

Pytanie pomocnicze 1: Czy jest mozliwe, aby czastka klasyczna, kto-
rej energia potencjalna jest réwna %k‘ﬁ, znalazta sie np. w potozeniu x,, +€?
(€ — jaka$ mala liczba dodatnia)

(2.10)

Odpowiedz: Widac z rysunku, ze energia kinetyczna musiataby mie¢ wtedy
warto$¢ ujemna! Jest to, oczywiscie, niemozliwe, bo wszystkie wielkosci,
ktore wystepuja w ogblnym wzorze na energie kinetyczna ( masa i kwadrat
predkosci) sa liczbami dodatnimi.

Whiosek: Klasyczny oscylator harmoniczny nie moze znalezé si¢ poza punk-
tami zwrotu.

Pytanie pomocnicze 2: Dla jakiego potozenia prawdopodobienstwo
znalezienia czastki (w przypadku klasycznym) jest najwicksze 7

Odpowiedz: W punktach zwrotu, poniewaz tam czastka ma najmniejsza
predkosé - musi zwolni¢ do zera, a nastepnie zmieni¢ kierunek ruchu na prze-
ciwny. Prawdopodobienstwo znalezienia czastki jest najwicksze tam, gdzie
porusza si¢ ona najwolniej.
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E.=ka? /2
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Rysunek 12: Energia kinetyczna i potencjalna klasycznego oscylatora har-
monicznego.

2.2 Kwantowy oscylator harmoniczny

Aby znalezé energie i funkcje falowe oscylatora harmonicznego nalezy, po-
dobnie jak w przypadku czgstki w pudle, rozwiaza¢ rownanie Schrodingera

HU = EV. (2.11)

Tym razem jednak, oprocz operatora energii kinetycznej, musimy doda¢ do
Hamiltonianiu operator energii potencjalnej, zgodnie z réwnaniem (2.3),
? d*  ka?

H=_-""_ 4+ 2.12
2m dzx? + 2 ( )

Roéwnanie, ktére nalezy rozwigzac, ma zatem postac:

S

s >\If(x) = EV(x) (2.13)
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Studentéw zainteresowanych szczegdétami wyprowadzenia rozwigzan tego réw-
nania odsytamy do podrecznikéw fizyki. Tutaj ograniczymy sie do podania
rozwiazan.

2.2.1 Energie i funkcje falowe kwantowego oscylatora harmonicz-
nego

Energie kwantowego oscylatora harmonicznego sa rowne:
1
E, = hw (n + 2) , (2.14)

gdzie n oznacza liczbe kwantowg oscylacji, ktéra moze przyjmowacé wartosci:

0,1,2,...00, h to stata Plancka, a 1 - czestos¢ drgan klasycznego oscylatora

harmonicznego vy = % %
Funkcje falowe, opisujace stany kwantowego oscylatora harmonicznego,
majg postac:
U, (u) = N, Hy(u)e /2, (2.15)

gdzie u = (%’“)4% H, (u) to wielomiany, zwane wielomianami Hermite’a, zas

N,, oznacza stala normalizacyjna (czyli liczbe, ktéra ma warto$é wynikajaca
z warunku, ze funkcja falowa jest znormalizowana)

DLA ZAINTERESOWANYCH ~ Wielomiany Hermite’'a

Wielomiany Hermite’a sg zdefiniowane w nastepujacy sposob:

d" 2
H,(u) = (—1)"e" ——e v 2.16
() = (-1 e (2.16)
Dlan=1
1 u2 d _u2 uQ _u2
Hi(u)=(-1)"e e = —1(—2u)e" e = 2u. (2.17)
u

Wielomiany Hermite’a dla kolejnych n otrzymuje sie, znajdujac coraz
wyzsze pochodne.

Zgodnie ze wzorem (2.14) energie kilku najnizszych pozioméw energe-
tycznych kwantowego oscylatora harmonicznego dla liczby kwantowej n =
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0,1,2,... sg réwne:
1 hy, 1 3hv
Bo=hwo (04 5) =50 B (145) =5
1 5hv, 1 Thy,
By=hu(245) =500 By=hu(3+5) =50

Réznica miedzy dowolnymi dwoma kolejnymi poziomami energetycznymi:
1 1
En+1 — En = hl/() ((TL + 1) + 2) - hVO (n + 2) = hV() (218)

Roéznica ta nie zalezy od liczby kwantowej n i jest liczba stata, réwna hiy.
Whiosek: Poziomy energetyczne kwantowego oscylatora harmonicznego sa
od siebie jednakowo oddalone.

Zauwazmy rowniez, ze energia poziomu zerowego nie jest rowna zero!
Ey = h% Oznacza to, ze oscylator kwantowy nigdy sie nie zatrzyma! Drga-
nia (oscylacje) nigdy nie ustaja. Gdyby energia oscylatora kwantowego byla
rowna zero, to czastka znajdowataby si¢ doktadnie na dnie studni potencjatu
i miataby ped réwny 0. Oznaczatoby to jednoczesna dokladng znajomosé
wartosci pedu i polozenia czastki. 7 zasady nieoznaczonos$ci Heisenberga
wiadomo, ze jest to niemozliwe - zgodnie z rownaniem

AxAp > Z, (2.19)

gdzie Ax i Ap to niepewnosci pomiaréw pedu i potozenia.

Rysunek 13 przedstawia wykres energii potencjalnej dla oscylatora har-
monicznego (krzywa paraboliczna), pozioméw energetycznych (przerywane
poziome linie) oraz wykresy funkcji falowych dla kolejnych pozioméw ener-
getycznych.

Rysunek 14, ktéry przedstawia energie potencjalna oscylatora harmonicz-
nego, poziomy energetyczne oraz wykresy, odpowiadajacych tym poziomom,
kwadratow funkcji falowych (czyli gestosci prawdopodobienstwa), pozwala
na wyciagniecie bardzo waznych wnioskéw, dotyczacych kwantowego oscy-
latora harmonicznego. Przypomnijmy, ze prawdopodobienstwo znalezienia
czastki w jakims$ obszarze jest obliczane jako odpowiednia catka oznaczona
z gestosci prawdopodobienstwa, czyli jako pole pod krzywa, odpowiadajaca
gestosci prawdopodobienstwa na interesujacym nas obszarze.

Na podstawie rysunku (14) mozna stwierdzi¢, ze:
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Rysunek 13: Wykres funkcji falowych i poziomoéw energetycznych dla kilku
najnizszych stanow kwantowego oscylatora harmonicznego.

6

Rysunek 14: Wykres kwadratéw funkeji falowych i pozioméw energetycznych
dla kilku najnizszych stanéow kwantowego oscylatora harmonicznego.

e Dla stanu podstawowego (n = 0), najwigksze jest prawdopodobienstwo
znalezienia kwantowego oscylatora harmonicznego w potozeniu row-
nowagi. Warto zwréci¢ uwage, ze jest to zupelnie inna sytuacja niz
w przypadku klasycznego oscylatora harmonicznego. Prawdopodo-
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bienstwo znalezienia oscylatora klasycznego jest najwigksze w punktach
zwrotu, dla oscylatora kwantowego w stanie podstawowym w punktach
zwrotu prawdopodobienstwo to jest bardzo mate.

e W miare wzrostu liczby kwantowej n rosnie prawdopodobienstwo zna-
lezienia oscylatora kwantowego w poblizu punktow zwrotu. Dla bardzo
duzych n oscylator kwantowy zachowuje si¢ tak jak oscylator klasyczny,
jesli chodzi o prawdopodobienstwo znalezienia go w potozeniu rowno-
wagi i w poblizu punktéow zwrotu.

e W przypadku oscylatora kwantowego istnieje niezerowe prawdopodo-
bienstwo znalezienia oscylatora poza punktami zwrotu, czyli w obsza-
rze niedostepnym dla oscylatora klasycznego. Jest to czysto kwantowe
zjawisko, ktére nosi nazwe efektu tunelowego.

DLA ZAINTERESOWANYCH - Kwantowanie energii oscyla-
tora

Skad sie bierze kwantowanie energii w kwantowym oscylato-
rze harmonicznym? W przypadku czastki w pudle, kwantowanie (czyli
fakt, ze energia nie moze przyjmowaé¢ dowolnych wartosci, a jedynie te
okreslone przez dozwolone wartosci liczby kwantowej) wynikalo z warun-
kow brzegowych natozonych na funkcje falowa. Warunki brzegowe wyni-
katy z przestanek fizycznych. Kwadrat modutu funkcji falowej interpre-
towany jest jako gesto$¢ prawdopodobienstwa, a nie kazde matematycz-
nie poprawne rozwigzanie réwnania Schrodingera ma wlasciwosci, ktore
pozwalaja na taka interpretacje. W przypadku czastki w pudle spetnie-
nie warunkow brzegowych sprawia, ze funkcja jest ciggta. W przypadku
oscylatora kwantowego, warunkiem, z ktérego wynika kwantowanie ener-
gii, jest konieczno$¢ zapewnienia, zeby funkcja falowa byta catkowalna z
kwadratem. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo znalezienia czastki w
catym przedziale:

/ O; ()| (2.20)

musi mie¢ wartos¢ skonczong (nie moze by¢ réwne nieskoriczonodci) i
rézng od zera
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3 Rotator sztywny

3.1 Obrazowe przedstawienie problemu

Rotatorem sztywnym nazywany jest uktad dwéch czastek, ktére moga ob-
racaé si¢ w przestrzeni w taki sposob, ze odlegto$¢ miedzy nimi nie zmienia
sie.

Uktad taki mozna potraktowaé jako model obracajacej si¢ dwuatomowej
czasteczki (np. Ny, HCl itp.), o ile zalozymy, ze odlegto$¢ miedzy jadrami w
takiej czasteczce jest stala (czyli nie ma oscylacji).

Problem opisu ruchu dwéch czastek o masach m; i mso, poruszajacych sie
na plaszezyznie dwuwymiarowej (np. xy) i pozostajacych w stalej odlegtosci
R od siebie, jest matematycznie rownowazny problemowi opisu ruchu jednej
masy poruszajacej sie po okregu o promieniu .

W przestrzeni trojwymiarowej taki problem jest matematycznie rownowazny
problemowi opisu ruchu jednej masy poruszajacej sie po sferze o promieniu R
(patrz Dodatek B.1). Masa, pojawiajaca sie w takim réwnowaznym modelu,
nosi nazwe masy zredukowanej i mozna ja wyrazi¢ przy pomocy mas m;

i moy jako:
mims
= — 3.1
h= (3.1)
Jednostka masy zredukowanej w uktadzie SI jest [kg]. Energia potencjalna
takiego ukladu jest stala (i mozna przyjaé¢ dla wygody, ze jest réwna zero),

zatem energia catkowita to energia kinetyczna ruchu obrotowego.
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3.2 Rotator sztywny w mechanice klasycznej

Opisujac ruch obrotowy w mechanice klasycznej, nalezy wyrazi¢ energie ki-
netyczna przy pomocy predkosci katowej w, W tym celu nalezy w znanym
wyrazeniu na energie kinetyczna czastki:

mv2

Ekin == 7 (32>

uwzgledni¢ zaleznosé predkosci liniowej v od predkosci katowej: v = Rw
Otrzymuje sie wowczas wyrazenie:
mw?R?  Tw? L?

Ekin = =

gdzie
e [ = mR? to moment bezwladnodci
e L =r x p to wektor momentu pedu
o [?=L-L = I?w? to kwadrat momentu pedu

Po zapisaniu obok siebie wzoréw na energie kinetyczng w ruchu prostolinio-
wym i w ruchu po okregu:
p2 L2

=5 BaT=g (3.4)

prost ___
kin

tatwo jest dostrzec pewne podobienstwo. W wyrazeniu na energie ruchu
po okregu zamiast pedu p pojawia sie moment pedu L, a zamiast masy m,
pojawia sie moment bezwtadnosci I.

3.3 Rotator sztywny w mechanice kwantowej

Tak jak w przypadku poprzednio rozwazanych modeli, warto$ci energii cal-
kowitej i funkcje falowe, opisujace stany rotatora sztywnego, znalez¢é mozna
rozwigzujac niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera:

HU = BV
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Jak wspomniano w rozdziale 3.1, nalezy opisa¢ ruch czastki o masie réw-
nej masie zredukowanej p po sferze o promieniu R. Operator catkowitej
energii, czyli hamiltonian H , jest réwny operatorowi energii kinetycznej, po-
niewaz przyjeto, ze energia potencjalna jest rowna zero. Czastka porusza
sie w przestrzeni trojwymiarowej, zatem jej potozenie okreslaja trzy wspol-
rzedne: xz, y i z.

Operator energii kinetycznej dla czgstki o masie m w przestrzeni jedno-
wymiarowej wyraza sie wzorem: H = —%%. Dla czastki w przestrzeni
tréjwymiarowej operator energii kinetycznej musi zawiera¢ trzy pochodne
czastkowe, czyli pochodne po jednej zmiennej (np. ) z funkcji wielu zmien-
nych (tu x, y i z). (Dla oznaczenia pochodnej czastkowej stosowany jest znak
0 zamiast d).

Réwnanie Schrodingera dla rotatora sztywnego ma zatem postac:

h2
— ﬂA\If =LV (3.5)
gdzie
0> 0> 0?
A= @ + 873;2 + @ (36)

Operator A zwany jest operatorem Laplace’a lub laplasjanem.
Nalezy jednak pamieta¢, ze czastka musi poruszaé¢ sie po sferze o pro-
mieniu R. Wspohrzedne okreslajace potozenie czastki musza zatem spetniac

warunek:
Vei+y?+22=R

Warunek, ktory musi by¢ spetniony, aby czastka poruszata sie po sferze,
ma znacznie prostsza postac¢, jesli do okreslenia potozenia czastki w prze-
strzeni trojwymiarowej stosuje sie, zamiast wspotrzednych kartezjanskich z,
Y, 2z, wspotrzedne sferyczne r, 6, ¢. Wspotrzedna r oznacza odlegtosé opisy-
wanej czastki od poczatku uktadu wspotrzednych, 6 - kat, jaki tworzy z osig
z wektor taczacy czastke z poczatkiem uktadu wspotrzednych, a ¢ - kat, jaki
tworzy z osia x rzut tego wektora na ptaszczyzne xy . Czastka porusza po
sferze o promieniu R, jesli zmienna r ma stata wartos¢ r = R = const.

Wykorzystujac zwiazki miedzy wspétrzednymi kartezjanskimi a sferycz-
nymi:

xr =rsinfsinyp
y=rsinfcosp

z=1rcosb
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otrzymuje sie (po wyrazeniu pochodnych wzgledem x, y, z przez pochodne
wzgledem 7, 0, ¢ i dos¢ zmudnych przeksztatceniach) laplasjan we wspét-
rzednych sferycznych:

19 ,0 1 9 . .0 1 o

Y9029, - YL - Y9
20r or  rtsnfof 89+r2sin298¢2

(3.10)

Uwzglednienie warunku, ze zmienna r ma stata wartos¢ R, sprowadza
sie do pominiecia w laplasjanie pochodnej po r i podstawienia R zamiast r.
Zatem dla rotatora sztywnego operator catkowitej energii, H (hamiltonian)
wyraza sie we wspotrzednych sferycznych jako:

- h? 1 0 0 1 o
H=—— —sinfl—+ ————= A1
2uR? (sin 690" 99 * sin? 8(,02> (3:11)
a réwnanie Schrodingera ma postac:
h? 1 0 0 1 9?
— —sinf—+ ———— |V =FEV 12
2uR? (sin 690" 99 * sin? ¢ 8¢2> (3.12)

Rozwiazanie tego réwnania jest znane, ale nietrywialne. Zachecamy zain-
teresowanych do zapoznania si¢ z problemem rotatora sztywnego, przedsta-
wionym w podrecznikach poleconych w tym skrypcie.

Rozwiazania tego réwnania sa funkcjami porzadnymi (funkcjami klasy Q)
tylko wtedy, gdy energia rotatora sztywnego przyjmuje wartosci wyrazone

wzorem: 9

1)
E;=—J(J+1 3.13
gdzie J to rotacyjna liczba kwantowa o wartosciach: 0,1,2,...00, a I = uR?
oznacza moment bezwtadnosci rotatora sztywnego.

3.4 Funkcje falowe rotatora sztywnego

Funkcje falowe rotatora sztywnego maja postac:

1 .
V(0. ) = mNJMP}M'@os 0)eM? (3.14)

gdzie

e J - rotacyjna liczba kwantowa, ktéra przyjmuje wartosci 0,1, 2, ... 00
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e M - magnetyczna liczba kwantowa, ktora przyjmuje wartosci catkowite
o wartosciach bezwzglednych |M| < J

° P}M|(cos 0) - stowarzyszone wielomiany Legendre’a

e Ny - stata normalizacyjna

Funkcje YM (0, p) nazywane sg harmonikami sferycznymi lub funkcjami
kulistymi. Warto zapisa¢ je w bardziej zwartej formie, ktéra pozwoli tatwiej
dostrzec najwazniejsze cechy:

YM(0,0) = Nya© a1 (0) P s (i) (3.15)

Funkcja YM (6, p)jest iloczynem statej normalizacyjnej Ny i dwoch funk-
cji: funkcji © zaleznej od dwdch liczb kwantowych J i M i zmiennej 6 oraz
funkcji ® zaleznej tylko od jednej liczby kwantowej i od zmiennej ¢. Zatem
harmoniki sferyczne zaleza od dwoch zmiennych 6 i ¢ oraz od dwdéch liczb
kwantowych J i M. Prosze zwréci¢ uwage, ze w poprzednich problemach
mieliSmy do czynienia z zalezno$cia funkcji falowych i energii od jednej i tej
samej liczby kwantowej. Tutaj energia zalezy jedynie od rotacyjnej liczby
kwantowej J, natomiast funkcje falowe zaleza zaréwno od J jak i od M.
Konsekwencje takiej zaleznosci wida¢ wyraznie w tabeli zawierajacej kilka
kolejnych wartosci liczb kwantowych J i M oraz odpowiadajace im poziomy
energetyczne i funkcje falowe.

Tablica 1: Harmoniki sferyczne i energie rotatora sztywnego

0 0 Yy Ey=0
! 1,01 YL YR v Ey=1
2 _2’ _1’ 07 1’ 2 Y2_2’ YQ_I’YéO7 3/21a ng EQ = #

— — _ 2
3 -3,-2,-1,0,1,2,3 Y:‘% 37 Y3 2> Y3 1)}/})0’ YE?)la YE?,2> Y;gs IXES %

Jak widaé poziomowi energetycznemu (wartosci energii) E; odpowiada
2J + 1 funkcji falowych. Rzeczywiscie, dla J =0 mamy 2-0+ 1 = 1 funkcje
falowa, dla J = 1 mamy 2-1+ 1 = 3 funkcje falowe itd. Mowimy, ze J -ty
poziom energetyczny jest 2J + 1 krotnie zdegenerowany.
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3.5 Energia kwantowego rotatora sztywnego

Jak wynika ze wzoru 3.13 energia rotatora sztywnego jest skwantowana (nie
moze mie¢ dowolnej wartosci, poniewaz zalezy od liczby kwantowej J, a ta
liczba przyjmuje tylko wartosci catkowite dodatnie lub zero). Wyrazenie,
okreslajace energie rotatora sztywnego, podaje sie czesto w postaci:

E=BJ(J+1) (3.16)

gdzie J =0,1,2,..., a wielkos§¢ B = g nazywana jest stalg rotacji.
Jak zmieniajg sie ze wzrostem energii roznice AFE; miedzy kolejnymi po-

ziomami energetycznymi rotatora sztywnego?
AE;=E;1—E;=B(J+1)(J+2)—BJ(J+1)=2B(J+1) (3.17)

Dla kilku najnizszych wartosci J otrzymujemy:

AE, = 2B (3.18)
AFE; = 4B (3.19)
AFE, = 6B (3.20)

(3.21)

Jak widac roznice energii miedzy kolejnymi poziomami sa coraz wigksze.

3.6 Moment pedu w mechanice kwantowej

Moment pedu (E), zdefinowany jako iloczyn wektorowy potozenia i pedu
czastki: L = 7"x p, jest wektorem o sktadowych L,, L, i L, (L = (Ly, Ly, L,).
We wspoétrzednych kartezjanskich operatory sktadowych momentu pedu

majg zatem postac:

- . 0 0
- . 0 0

L, =—ih <x6 - 8) (3.24)
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Funkcje falowe rotatora sztywnego sa funkcjami wspotrzednych 6 i ¢, a
zatem bardziej przydatne jest wyrazanie operatora we wspotrzednych sfe-
rycznych.

Jak przypomniano we wzorze 3.4, w ruchu obrotowym energia kinetyczna
(Ekin) réwna jest ilorazowi kwadratu momentu pedu (L?) przez podwojona
warto§¢ momentu bezwladnosci (I). Stad wynika, ze L? = Ey;, - 2I. Zatem
dla rotatora sztywnego, dla ktérego catkowita energia réwna jest energii ki-
netycznej, operator kwadratu momentu pedu L? mozna otrzymac, mnozac
operator energii catkowitej (hamiltonian, wzor 3.11) przez 21:

. 1 0 0 1 02
LP= P ————sinf—+ ——5-—-— 2
<7‘2 sneog " o8 - r2 sin? 0 8902> (3:25)

Co wazniejsze jednak, z faktu, ze harmoniki sferyczne YM (0, ¢) sa funk-
cjami wlasnymi operatora catkowitej energii dla rotatora sztywnego, czyli,
ze spetnione jest rownanie:

- J(J+1)h?

wynika takze, ze:

A 1 2
oI - HYM(0, ) = 21 - ‘WYJM(G, ©) (3.27)
a zatem A
LPYM(0,0) = J(J + 1DRAY M0, ) (3.28)

Harmoniki sferyczne YM (6, ¢) sa zatem takze funkcjami wlasnymi operatora
kwadratu momentu pedu L2, a warto$ci wlasne tego operatora (czyli dozwo-
lone wartoéci kwadratu momentu pedu) wyrazaja sie jako J(J + 1)h?, gdzie
rotacyjna liczba kwantowa J moze przyjmowacé¢ wartosci 0, 1, 2, .. ..

Operator skladowej z momentu pedu L, mozna przeksztalcié, wykorzy-
stujac zwiazki miedzy wspétrzednymi kartezjanskimi i sferycznymi (mozna
postuzy¢ sie programem MAXIMA, jak podano w instrukeji do éwiczeni). Oka-
zuje sie, ze we wspotrzednych sferycznych operator sktadowej z momentu
pedu (albo inaczej rzutu momentu pedu na o§ z) ma postac:

~ 0
L. = iy (3.29)
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zatem jego dziatanie na funkcje polega na obliczeniu pochodnej tej funkcji
wzgledem zmiennej ¢, a nastepnie pomnozeniu wyniku przez —ih. Latwo
sprawdzi¢, ze wobec tego harmoniki sferyczne sg takze funkcjami whasnymi
operatora sktadowej z momentu pedu f}z, a wartos¢ wtasna, odpowiadajaca
funkcji whasnej Y (0, p) to hM.

Podsumowujac dla rotatora sztywnego operatory: energii catkowitej
(f[ , hamiltonian), kwadratu momentu pedu (ﬁz) i sktadowej z momentu pedu
(I:Z) maja wspdlny zbiér funkcji wlasnych - harmoniki sferyczne YM (0, o),
przy czym:

2

HYJ(0,0) = 7J(J+1) Y'(0,9) (3.30)
%,—/
W. wi. H: Energia E
LYM0,9) = B2J(J+1) Y0, ) (3.31)
ﬁ—j
Wartoéé wlasna L2
LY} (0,¢) = w Y0, ) (3.32)
Wartosé wlasna LZ
Przyktadowo:
L*YP(0,¢) = h*0(0 + 1)Y (0, ) = 0 (3.33)
Y0, 0) = P11+ )Y (0, ) = 20°Y(6, ) (3.34)
L*Y(0,9) = P11+ 1)Y/'(0, ) = 20°Y](6, ) (3.35)
L2Y;72(0,¢) = WP2(2 + 1)Y; (60, ) = 61°Y; (6, ) (3.36)
L.YJ(0,0) = 0-hY{(0,0) = 0 (3.37)
LY (0,0) = 0-hY,(0,0) = 0 (338)
L.YH0,0) = —1-hY; (0, ) (3-39)
LY} (0, 0) = 20Y5 (6, ¢) (3.40)

Pytanie pomocnicze: Czy w stanie opisywanym przez funkcje falowa
Y (6, ) rotatorowi sztywnemu odpowiadaja takie same wartosci energii,
kwadratu momentu pedu i sktadowej z momentu pedu jak w stanie opi-
sywanym przez funkcje falowa Y; *(6, ). Jedli nie, to ktére z tych wielkodci
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maja dla tych dwdch stanéw rotatora sztywnego rézne wartosci?

Odpowiedz: Tylko wartosci sktadowej z momentu pedu sg rézne dla
tych dwoch standw.

Pytanie kontrolne: Jakie wartosci energii, kwadratu momentu pedu
i sktadowej z momentu pedu odpowiadaja rotatorowi sztywnemu o statej
rotacji B w stanie opisywanym przez funkcje falowa Y, (6, ¢)?
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4 Atom wodoru i jon wodoropodobny

4.1 Obrazowe przedstawienie problemu

Zarowno atom wodoru jak i jon wodoropodobny to uktad dwéch poruszajacych
sie czastek, z ktérych kazda obdarzona jest tadunkiem. Jedng z tych czastek
jest elektron o tadunku —e, a druga dodatnie, punktowe jadro o tadunku
+Ze, gdzie Z to liczba atomowa. Dla atomu wodoru Z = 1, dla jonu He™
Z = 2, dla jonu litu Li**Z = 3, dla jonu Bet? Z=4, itd.

Jak zwykle, opis uktadu znajdziemy, rozwiazujac rownanie Schrodingera:

HU = EV (4.1)

wiec nalezy zaczaé od podania postaci operatora energii catkowitej (hamil-
tonianu, H ), bedacego suma operatoréw energii kinetyczne; Ti potencjalnej
V.

Dla rozwazanego uktadu wystepuje oddzialywanie kulombowskie (na-
zwane tak od prawa Coulomba) miedzy naladowanymi czastkami. Energia
potencjalna dla czastek o tadunkach —e i +Ze, znajdujacych sie w odlegtosci
r od siebie, wyraza sie (w uktadzie jednostek SI) wzorem

—Ze-e
E,ot = 4.2
pot 4regr (4.2)
gdzie ¢y oznacza przenikalnosé elektryczng prézni.
Zatem dla atomu wodoru i jonu wodoropodobnego

N —Ze?
V = . 4.3
dmegr (43)

czyli dziatanie operatora energii potencjalnej V na dowolng funkcje polega

. . . " Ze?
na mnozeniu tej funkcji przez 3 Ze”
TEQT

Oczywiscie, ze wzgledu na obecno$¢ w operatorze V' odleglosci

r= (@5 — 22 + (5 — ye)? + (25— %),

gdzie z; , y;, 2j 1 Te , Ye, 2. 0zZnaczaja wspolrzedne kartezjanskie odpowiednio
dla jadra i elektronu, wygodniej bedzie wykorzysta¢ wspoétrzedne sferyczne
(r, 8, ¢) do okreslenia wzglednego polozenia tych czastek.
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Po oddzieleniu ruchu $rodka masy (patrz Dodatek B) i przejsciu do wspo-
lrzednych sferycznych, otrzymuje sie hamiltonian:
h? Ze?

H=——A-
20 Amegr

(4.4)

gdzie A oznacza laplasjan we wspoétrzednych sferycznych, ktorego postaé
podano we wzorze 3.10.

4.2 Funkcje falowe i energie atomu wodoru oraz jonu
wodoropodobnego

Latwo zauwazy(¢, ze ta cze$¢ laplasjanu we wspétrzednych sferycznych (3.10),
w ktorej wystepuja pochodne po zmiennych 6 i ¢, réwna jest %, gdzie
L2 to operator kwadratu momentu pedu o postaci podanej we wzorze 3.25.
Réwnanie Schrodingera dla atomu wodoru lub jonu wodoropodobnego mozna

zatem zapisac:
1o ,0 L[> Ze

o 2 PO (r,0,0) = EV(r,0, ). 4.5
( 2,u7"287’T or  2ur? 47r507’) (0, ) (r.0,¢) (4.5)

DLA ZAINTERESOWANYCH - Czes¢ radialna funkcji falowej
dla atomu wodoru-zaleznosé dozwolonych wartosci | od n

W operatorze, wystepujacym po lewej stronie rownania (4.5), wszyst-
kie cztony poza L? zaleza wylacznie od r, zatem funkcja falowa (r, 0, ©)
musi by¢ iloczynem jakiejs funkcji zaleznej tylko od r (zwanej radialna)
i funkcji wlasnej operatora kwadratu momentu pedu. Jak wiadomo z
rozdziatu na temat rotatora sztywnego, funkcjami wtasnymi L2 sg har-
moniki sferyczne, YM (0, ¢). Zatem poszukiwana funkcja 1 (r, 6, ¢) musi
mie¢ postac:

U(r,0,¢) = R(r)Y;™(0,¢). (4.6)
przy czym dla tego problemu stosowane sa dla liczb kwantowych ozna-
czenia: | zamiast J i m zamiast M.

Wystarczy podstawi¢ (4.6) do réwnania (4.5), a otrzymamy odpo-
wiednie réwnanie na radialna funkcje R(r). Jak sie okazuje, jej postaé

to: l
27r
Rnl(r> - an () il_tll (

22r> _Zr
nagp

e mao. (4.7)

nao
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Wystepujacy tu symbol ap ma wymiar dtugosci i nosi nazwe zredukowa-
nego promienia Bohra:
477'60 h2
ag = 5
e
N, jest statg normalizacyjng, natomiast n to tzw. gléwna liczba kwan-
towa, ktéra przyjmuje wartosci n =1,2,3....
L7 oznacza stowarzyszone wielomiany Laguerre’a, :

(4.8)

L) = Ly ), (1.9

bedace pochodnymi wielomianéw Laguerre’a:
L,(u) =e"— (upe_“) : (4.10)

Jak tatwo sprawdzi¢ dla kilku najnizszych wartoéci p: Lq(u) = 1 — u;
Ly(u) = u? —u+2; Ly(u) = —u® + 9u* — 18u + 6, wielomian Laguerre’a
L,(u) jest wielomianem stopnia p. Wobec tego dla g > p, g-ta pochodna
tego wielomianu jest réwna zero, czyli LI= 0. We wzorze (4.7) p =n+1,
natomiast ¢ = 2/ + 1. Wystepujacy w tym wzorze wielomian Laguerre’a
bedzie zatem rézny od zera tylko pod warunkiem, ze:

2A+1<n+l—>1<n—1. (4.11)

Z definicji (4.7), a takze z postaci harmoniki sferycznej (3.14) wynika
rowniez, ze najnizsza wartoscig [ jest zero, zatem:

0<li<n—1. (4.12)

Rozwigzaniami réwnania Schréodingera dla atomu wodoru i jonu wodoro-
podobnego sg funkcje falowe postaci:

Ui (1,0, 0) = Ry (r)Y," (0, ). (4.13)

czyli funkcje, ktore zaleza od wspotrzednych sferycznych r, 6, ¢ oraz od
trzech liczb kwantowych: gléwnej n, pobocznej [ i magnetycznej m, przy
czym:
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en=123...

e [=0,...,n—1 (1iprzyjmuje tylko catkowite wartosci)

em = —l,—(l—1),...,0,..., (I = 1), (i przyjmuje tylko catkowite
wartosci)

Energia atomu wodoru (i jonu wodoropodobnego) wyraza sie do$¢ skompli-
kowanym wzorem:
72 et

32m2edhn?’
Jedli jednak (zamiast jednostkami ukladu SI) postuzymy sie czesto stoso-
wanymi w chemii kwantowej tzw. jednostkami atomowymi, to otrzymamy
znacznie prostsze wyrazenie. W jednostkach atomowych: h = 1, e = 1,
(4meg)~t = 1, a takze masa elektronu m, = 1). W jednostkach tych wzér
(4.14) przybiera tatwa do przyswojenia postaé:

E, = (4.14)

_nz

E, = .
2n?

(4.15)

Mjime

Mj+me’

ktoéra jest znacznie wigksza od masy elektronu m,. Mozna zatem przyjaé, ze

masa zredukowana dla uktadu, sktadajacego si¢ z elektronu i jadra, jest w
.. . , . . Mime Mime - .

przyblizeniu réwna masie elektronu (u = 747~ ~ = = m.). Przy takim

J e J
zatozeniu:

Warto pamietaé, ze pu = gdzie M; oznacza mase¢ jadra atomowego,

Z2

Jednostka energii w tym uktadzie jednostek jest 1 hartree (E,) o wymiarze:

2
E, = h 5
meay
~ 27.21eV
~ 2625.5kJ-mol " (4.17)
~ 627.5 kcal - mol ™ (4.18)

natomiast jednostka odlegltosci jest 1 bohr (ag), réwny promieniowi pierwszej
orbity w modelu Bohra atomu wodoru z nieskonczenie ciezkim jadrem:

. 47T€0h2

ap = ~ 0.52917721-10""m (4.19)

mee2
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Jak widaé¢, energia atomu wodoru (i jonu wodoropodobnego) zalezy tylko od
jednej liczby kwantowej n, a funkcje falowe zaleza od trzech liczb kwanto-
wych: n, [, m. Podobnie jak dla rotatora sztywnego, jednej wartosci energii
moze zatem odpowiada¢ wiecej niz jedna funkcja falowa, czyli poziomy ener-
getyczne sg zdegenerowane.

Ile wynosi krotno$¢ degeneracji poziomu energetycznego tego uktadu? Dla
ustalonej wartosci n mamy liczby [ o warto$ciach od 0 do n — 1, przy czym
kazdej liczbie | odpowiada 20 + 1 funkcji falowych o réznych wartosciach m.
Dla danej wartosci energii jest zatem:

n—1
1 2n —2+1
D 2l+1=14+3+5+7... i n2 w2 (4.20)
=0
réznych funkeji falowych (czyli réznych stanéw). Do obliczenia powyzszej
sumy wykorzystano wzér na sume ciagu arytmetycznego (S, = (““LTa")n,

gdzie ay,a, - pierwszy i ostatni wyraz ciagu, n - liczba wyrazéw w ciagu).
Krotno$é degeneracji wynosi zatem n?, co mozna latwo sprawdzi¢ dla trzech

najmniejszych wartosci n:

n= n= n =3
Y100 Waso  Waro Wip0 W10 Wspe
Wory W Usy
Woi_1 W1 Wy
U3y g
U3y

Funkcje falowe (4.13) sa nie tylko funkcjami wtasnymi operatora Hamil-
tona, ale takze operatoréw: kwadratu momentu pedu L% sktadowej z mo-
mentu pedu L, (poniewaz kazda z funkcji falowych jest iloczynem funkcji
radialnej i harmoniki sferycznej, czyli funkcji wtasne; I2i L 2). Jesli wyra-
zimy wartosci wlasne w jednostkach atomowych i dodatkowo przyjmiemy,
ze masa zredukowana atomu lub jonu wodoropodobnego réwna jest masie
elektronu (u = m,), to mozna zapisa¢:

N — 72
HY = —— Vi 4.21
: om2 (421)
LA = 114 D), (4.22)

LY., =mW,,, (4.23)
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4.3 Orbitale

Funkcja falowa zalezaca od wspdtrzednych przestrzennych jednego elektronu
nazywana jest orbitalem. Funkcje falowe ¥,,,,, bedace rozwigzaniami row-
nania Schrodingera dla atomu wodoru nazywamy takze orbitalami. Funkcje
te mozna oznaczac, podajac jako indeks dolny wartosci liczb kwantowych, na
przyktad: Wooo, Y100, Yo1_1,.... Jednakze w chemii kwantowej przyjeto sie
stosowanie oznaczen o postaci nl,,, w ktorych podawane sg liczbowe wartosci
gtownej liczby kwantowej n i magnetycznej liczby kwantowej m, ale zamiast
wartosci pobocznej liczby kwantowej [ stosowane sg symbole literowe, zgod-
nie z tabela:

I=]0[1[2]3
pld]|f

W tych oznaczeniach przyktadowe orbitale wygladaja nastepujaco:

Wigo = 1sg
Wago = 250
Vo1 =2p_

Dla orbitali s mozna pomina¢ warto$¢ magnetycznej liczby kwantowej m,
poniewaz moze ona by¢ tylko rowna zero.

4.4 Orbitale s

Orbitale s, sa to wszystkie orbitale, ktére majg warto$¢ pobocznej liczby
kwantowej | réwna 0, niezaleznie od wartosci gtéwnej liczby kwantowej. Sa
zatem orbitale: 1s, 2s, 3s itd. Jak wida¢ na wykresach funkcji 1s, 2s, 3s 1 4s
wzdtuz osi z (0 = 0, = 0), orbitale s maja maksimum na jadrze (czyli dla
r=0), oraz n — 1 weztéw (wartosci r, dla ktérych wartoéé funkeji jest réwna
Z€r0).
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0 1 2 3 4 3 4
r{bohr] r [bohr]

~

5 6 7

Rysunek 15: Wykres funkcji falo- Rysunek 16: Wykres funkcji falo-
wej 1s wzdtuz osi z. wej 2s wzdhuz osi z.

0 5 10 15 20 0 5 10 15 2 2 30 35 40
r [ bohr] ¥ [bohr]

Rysunek 17: Wykres funkcji falo- Rysunek 18: Wykres funkcji falo-
wej 3s wzdluz osi z. wej 4s wzdhuz osi z.

4.5 Kontury orbitali

Bardziej znanym sposobem graficznego przedstawienia orbitalu jest naryso-
wanie jego konturu. Kontur funkcji jest to zbiér punktow, dla ktorych funk-
cja ma okreslona (te sama) wartosé. Orbitale s sa kulistosymetryczne (tzn.
zbiér punktéw, dla ktoérych orbital s ma te sama (konkretna) wartosé, jest
sfera - powierzchnia kuli). Czesto szkicuje sie przekrdj konturu orbitalu jakas
plaszczyzna, przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych. Przekroje
konturéw orbitali s to okregi. Znak ”"4” umieszczony na jakiejs$ czesci konturu
orbitalu oznacza, ze dla tego obszaru wartosci orbitalu (wartosci funkcji) sa
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dodatnie; znak ”-” oznacza, ze te wartosci sg ujemne. Orbital 1s ma wartosci
dodatnie dla catego konturu.

Rysunek 19: Kontur orbitalu 1s

4.6 Orbitale p

Orbitale p, to wszystkie orbitale, dla ktérych warto$é pobocznej liczby kwan-
towej [ rowna jest 1, niezaleznie od wartosci gtéwnej liczby kwantowej. Sa
zatem orbitale: 2p, 3p, 4p itd. Jak wida¢ na wykresach funkcji 2p, 3p i 4p
wzdtuz osi z (6 = 0, ¢ = 0), funkcje te (w przeciwienistwie do orbitali s) maja
na jadrze wartos¢ zero, a poza tym dla r # 0 i posiadajan —1—1=n —2
weztéw. Na przyktad: dla funkeji 4p n = 4, [ = 1, stad liczba jej weztéw to
4—1-1=4-2=2.
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Rysunek 20: Wykres funkcji falo- Rysunek 21: Wykres funkcji falo-

wej 2p wzdtuz osi z. wej 3p wzdhuz osi z.
s Rysunek 22: Wykres funkcji falo-
wej 4p wzdhuz osi z.

Skoro dla orbitali p liczba kwantowa [ ma wartos¢ jeden, to dla kazdej
wartosci n = 2, 3, 4, ...sa trzy orbitale p: npy1 = VU110, npo = V10, np_1 =
W,.1_1, réznigce sie wartoscig magnetycznej liczby kwantowe;j.

4.6.1 Orbitale rzeczywiste i orbitale zespolone

W przeciwienstwie do wartosci wlasnych, odpowiadajacych operatorom H ,
L?i L, ktore musza by¢ rzeczywiste (bo wyznaczaja wyniki pomiaréw zmien-
nych dynamicznych, a w wyniku pomiaru nie mozna otrzymac wartosci zespo-
lonej), funkcje falowe atomu wodoropodobnego - orbitale, moga mie¢ wartosci
zespolone. Posta¢ matematyczna tych orbitali, to:

\Ijnlm(T’ 0, ‘10) = Rnl(r)yim(ea 90)' (424>
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Czesé radialna R, jest rzeczywista, ale harmoniki sferyczne moga mie¢ wartosci
zespolone, poniewaz zawieraja (patrz wzoér 3.14) czynnik:

ey (4.25)

gdzie m jest magnetyczng liczbg kwantowa, a 7 jest jednostka urojong. Jesli
m=0, to e" % = 1, poniewaz w wyniku podniesienia do potegi zero jakiejkol-
wiek liczby (oprécz liczby 0) otrzymuje sie jeden. Zatem dla m=0 harmonika
sferyczna ma wartos¢ rzeczywista, a wiec orbitale, dla ktérych liczba kwan-
towa m = 0 sg funkcjami o wartosciach rzeczywistych. Natomiast wszystkie
orbitale, dla ktérych m # 0 nie maja juz wartosci rzeczywistych. Stanowi
to utrudnienie wtedy, gdy chcemy narysowaé kontury tych orbitali. W przy-
padku orbitali p, orbital npy jest rzeczywisty, ale orbitale np_; i np; maja
wartosci zespolone. Mozna jednak tatwo utworzy¢ z orbitali np_; i np; dwa
inne orbitale, ktérych wartosci sg juz rzeczywiste. Nazywamy je np, i np,.

1

Pe = ﬁ(m +p1) =af(r) (4.26)
py = \;;(m —p1) =yf(r) (4.27)

gdzie np. zf(r) oznacza, ze orbital p, jest po prostu iloczynem x przez jakas
funkcje radialng (zalezna tylko od r). Warto zauwazy¢, ze o ile orbitale p; i
p_1 sg funkcjami wlasnymi operatora L, (z wartosciami wlasnymi odpowied-
nio h i —h), to orbitale p, i p, juz nie sa funkcjami wlasnymi L,, poniewaz
maja nieokreslone wartosci liczby kwantowej m. Orbitale p, i p, sa nato-
miast, tak samo jak orbitale p; i p_; funkcjami wlasnymi operatoréw Hi
L2

Indeksy orbitali rzeczywistych zawierajg informacje, dla jakich wartosci
wspotrzednych z, y, 2 wartosci orbitalu sg dodatnie, dla jakich ujemne, a dla
jakich réwne zero. Na przyktad, orbital p, jest réwny zero, dla x = 0, czyli
na ptaszczyznie yz, jest dodatni dla x > 0 i ujemny dla z < 0.
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z Z
y y
X X
Rysunek 23: Kontur orbitalu p, Rysunek 24: Kontur orbitalu p,
4
e
y

Rysunek 25: Kontur orbitalu p,

4.7 Orbitale d

Orbitale d, to wszystkie orbitale, dla ktorych wartosé pobocznej liczby kwan-
towej [ rowna jest 2, niezaleznie od wartosci gtéwnej liczby kwantowej. Sa
zatem orbitale: 3d, 4d, 5d itd. Jak wida¢ na wykresach funkcji 3d i 4d
wzdtuz osi z (0 = 0, = 0), funkcje te, podobnie jak orbitale p, maja na
jadrze wartos¢ zero, a poza tym dla r # 0 posiadaja n —( —1 = n — 3
weztéw. Na przyktad: funkcji 4d odpowiadaja wartosci liczb kwantowych
n =4, =2, stad liczba weztéow tej funkcjito4 —2—-1=4—-3=1.
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Rysunek 26: Wykres funkcji falo- Rysunek 27: Wykres funkcji falo-
wej 3d wzdtuz osi z. wej 4d wzdtuz osi z.

4.7.1 Orbitale rzeczywiste i orbitale zespolone

Dla [ = 2 dozwolonych jest pie¢ roznych wartosci liczby kwantowej m (m =
0,41, £2). Juz wiemy, ze dla m = 0 orbitale maja rzeczywiste wartosci, nato-
miast dla pozostatych wartosci m, wartosci orbitali to liczby zespolone. Aby
uzyskaé¢ z nich orbitale o wartosciach rzeczywistych, trzeba utworzy¢ pewne
kombinacje liniowe orbitali zespolonych. Po utworzeniu kombinacji liniowych
orbitali dy i d_; otrzymuje si¢ orbitale oznaczane d,, i d,., a po utworzeniu
kombinacji liniowych orbitali dy i d_ otrzymuje si¢ orbitale oznaczane dg, i

dx2,y2
1 2 2
dy2y2 =dy = 2—\/§(Bz —7r9)g(r) (4.28)
doy = xy - g(r) (4.29)
dy. = yz-g(r) (4.30)
dow = x2-g(T) (4.31)
domye = 5 —4?) - g(0) (4:32)

gdzie g(r) oznacza jakas$ funkcje zalezna od r.
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Rysunek 31: Kontur orbitalu dy2_,»

Rysunek 32: Kontur orbitalu ds,2_,2

Indeksy orbitali rzeczywistych d takze zawieraja informacje, na temat
tego, dla jakich wartosci zmiennych x, y, z wartosci tych orbitali sa dodatnie
(jest to zaznaczone na konturze orbitalu jako ”+”), ujemne (znak ”-” na
konturze), a dla jakich zero. Na przyktad, indeks orbitalu d,, oznacza, ze
orbital ten ma warto$¢ zero, kiedy xy = 0, czyli dla = 0 (na plaszczyznie
yz) idlay = 0 (na ptaszczyznie xz). Orbital ten ma wartosci dodatnie, kiedy
xy > 0, czyli wtedy, gdy zaréwno x > 0 jak i y > 0 albo gdy zaréwno z < 0
jak 1 y < 0. Analogicznie orbital d,2_,» ma wartos¢ zero, kiedy z? — y* = 0,
czyli dla y = #x, jest dodatni, kiedy 2% > 3%, czyli dla punktéw lezacych
blizej osi x niz osi y, a ujemny, kiedy y? > 22, czyli dla punktéw na osi y i
blisko tej osi.
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4.8 Wykresy gestosci prawdopodobienstwa

Znajac postaé funkcji falowych dla atomu wodoru, mozna narysowaé takze
wykresy gestoéci prawdopodobienstwa znalezienia elektronu p(r, 6, ¢) =
|U(r, 0, p*. Wykresy takie bardzo tatwo mozna naszkicowaé, znajac wy-
kresy funkcji falowych. Oczywiscie, kwadrat funkcji falowej nie bedzie mieé
wartosci ujemnych i bedzie rowny zero dla tych punktéw, dla ktorych funk-
cja falowa ma warto$¢ zero. Nanoszac na rysunku wartosci p(r, 6, ) dla
0 =0, ¢ = 01irdéznych wartosci r, otrzymuje si¢ wykres gestosci praw-
dopodobienstwa znalezienia elektronu wzdtuz osi z. Na rysunkach ponizej
przedstawiono wykresy gestosci prawdopodobienstwa znalezienia elektronu
wzdtuz osi z, p(r,0,0), dla réznych stanéw atomu wodoru.

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6 7
¥ [bohr] r [bohr]

Rysunek 33: Wykres gestosci Rysunek 34: Wykres gestosci
prawdopodobienstwa dla orbitalu prawdopodobienstwa dla orbitalu
1s wzdtuz osi z. 2s wzdtuz osi z.
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Rysunek 35: Wykres gestosci
prawdopodobienstwa dla orbitalu
3s wzdtuz osi z.
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Rysunek 36: Wykres gestosci
prawdopodobienstwa dla orbitalu
2p wzdhuz osi z.
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Rysunek 37: Wykres gestosci
prawdopodobienstwa dla orbitalu
3p wzdtuz osi z.

Rysunek 38: Wykres gestosci
prawdopodobienstwa dla orbitalu
4p wzdhuz osi z.
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Rysunek 39: Wykres gestosci Rysunek 40: Wykres gestosci
prawdopodobienstwa dla orbitalu prawdopodobienstwa dla orbitalu
3d wzdtuz osi z. 4d wzdhuz osi z.

4.9 Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa

Wazna dla zrozumienia struktury elektronowej atomu jest réwniez znajomo$é
gestosci prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w okreélonej odlegtosci
od jadra (niezaleznie od wartosci katéw 6 i @), czyli tak zwanej radialnej
gestosci prawdopodobienstwa.

DLA ZAINTERESOWANYCH - Wyprowadzenie radialnej

gestosci prawdopodobienstwa

Dla atomu wodoru lub jonu wodoropodobnego prawdopodobienstwo
P(r,0,¢) znalezienia elektronu w bardzo malej objetosci dV wokdt
punktu o okreslonych wspoétrzednych r.0,0 okredla wzor:

P(r,0,0) = |V (1,0, 0)?dV = o(r, 0, ©)r? sin §dfdedr, (4.33)

w ktérym wykorzystano postaé dV = r?sin #dfdpdr we wspétrzednych
sferycznych (we wspélrzednych kartezjanskich dV = dxdydz). Aby
znalez¢ prawdopobienstwo P, (r) znalezienia elektronu w warstwie sfe-
rycznej o promieniu r i grubosci dr, trzeba scatkowaé powyzsze wyrazenie
po katach 6 oraz ¢ ("sumujac” w ten sposéb prawdopodobienstwa dla
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wszystkich wartosci tych katéw):

2w
P.(r) = /0 /0 r?sin Oo(r, 0, ¢)dpddd = (4.34)

27 7
- / /7"2Sin@lem(Q,¢)|2|an(r)l2dgod0dr: (4.35)
0 0

2T T
- / /sin@\Y}m(ﬁ,@)\2d@d9r2|Rnl(7’)|2dr: (4.36)
0 0
=1

= %Ry (r)|*dr = o.(r)dr (4.37)

W otrzymanym wyrazeniu pojawia sie nowa gestos¢ prawdopodo-
bienstwa, zalezna tylko od r — radialna gestosé prawdopobieristwa, g,.(r).

Radialna gestosé prawdopodobiefistwa o, (1) wyraza sie wzorem:
0.(r) = r*| Ry (r))? (4.38)

Z powyzszej postaci wynika, ze dla » = 0 radialna gestos¢ prawdopobienstwa
zawsze wynosi 0, 0.(0) = 0, a dla r — oo wyktadniczo dazy do zera. Ra-
dialna gestosé¢ prawdopodobieristwa o,.(r) dla funkeji falowej, opisujacej atom
wodoru w stanie podstawowym (Wqg, czyli 1s), zawiera rosnacy ze wzrostem
r czynnik 7, ale takze |Rio(r)|?, ktéry w miare wzrostu r zanika wyktadni-
czo. Zatem g,(r) dla stanu podstawowego atomu wodoru bedzie poczatkowo
rosnaé z r, a potem male¢, czyli musi mie¢ maksimum. Jak wida¢ na wy-
kresie, maksimum to przypada na odlegtos¢ réwna promieniowi Bohra, ag.
Oznacza to, ze w tym stanie najbardziej prawdopodobne jest znalezienie
elektronu w tej wtasnie odleglosci od jadra. Odlegtosé, dla ktorej przypada
maksimum radialnej gesto$ci prawdopobienstwa nazywana jest promieniem
najbardziej prawdopodobnym i oznaczana czesto jako 7,,4.-
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4.9.1 Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa dla orbitali s atomu
wodoru

r [bohr] r [bohr]

Rysunek 41: Wykres radialnej Rysunek 42: Wykres radialnej
gestosci prawdopodobienstwa dla or-  gestosci prawdopodobienstwa dla or-
bitalu 1s atomu wodoru. bitalu 2s atomu wodoru.

Rysunek 43: Wykres radialnej
gestosci prawdopodobienstwa dla or-
. bitalu 3s atomu wodoru.
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4.9.2 Radialna gesto$s¢ prawdopodobienistwa dla orbitali p atomu
wodoru

4 5 10 15 20 0 5 10 15 20 25
r [bohr]  [bohr]

Rysunek 44: Wykres radialnej Rysunek 45: Wykres radialnej
gestosci prawdopodobienstwa dla or-  gestosci prawdopodobienstwa dla or-

bitalu 2p atomu wodoru. bitalu 3p atomu wodoru.
Rysunek 46: Wykres radialnej
/\ gestosci prawdopodobienstwa dla or-
bitalu 4p atomu wodoru.

0 10 20 30 40 50
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4.9.3 Radialna gestos¢ prawdopodobienistwa dla orbitali d atomu
wodoru

0 5 10 15 20 25 30 0 10 2 30 e 50
 [botr] t [bohr]

Rysunek 47: Wykres radialnej Rysunek 48: Wykres radialnej
gestosci prawdopodobienstwa dla or-  gestosci prawdopodobienstwa dla or-
bitalu 3d atomu wodoru. bitalu 4d atomu wodoru.
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4.9.4 Pordéwnanie radialnych gestosci prawdopodobienstwa dla réznych
orbitali

RNV
N
[ AN

VA
YAV, N

0 5 10 15 20 25
r

P3s
P3p ——
P3d ——

Rysunek 49: Radialne gestosci prawdopodobienstwa dla orbitali 3s (P3s),
3p (P3p) i 3d (P3d) atomu wodoru. Odleglosé r» w jednostkach atomowych
[bohr].

Pytanie kontrolne 1: Dla jakiej wartosci liczby kwantowej [ najbardziej
prawdopodobna odlegtosé elektronu od jadra dla stanéw atomu wodoru o
liczbie kwantowej n=3 jest najwieksza 7
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Rysunek 50: Radialne gestosci prawdopodobienistwa dla orbitali 2p (P2p),
3p (P3p) i 4p (P4p) atomu wodoru. Odleglosé r w jednostkach atomowych
[bohr].

Pytanie kontrolne 2: Jak zmienia si¢ w miare wzrostu liczby kwantowej
n najbardziej prawdopodobna odlegtosé elektronu od jadra dla stanéw atomu
wodoru, ktérym odpowiada taka sama wartosé liczby kwantowej 1?7
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Rysunek 51: Radialne gestosci prawdopodobienstwa dla stanéw podstawo-
wych (orbitali 1s) uktadéw o liczbach atomowych Z=1 (atom H), Z=2 (jon

He™), Z=3 (jon Li*") oraz Z=4 (jon Be’") .

atomowych [bohr].

Odlegto$¢ r w jednostkach

Pytanie kontrolne 3: Jak zmienia si¢ w miar¢ wzrostu liczby atomowej
Z najbardziej prawdopodobna odlegtos¢ elektronu od jadra o tadunku +Ze?
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A Funkcje, funkcjonaly, operatory

Zachecamy studentéw do zapoznania si¢ z oméwionymi w podrecznikach che-
mii kwantowej (np.3 Uzupeknienie D,* Uzupelnienie 6.2), waznymi twierdze-
niami, dotyczacymi wlasciwosci operatoréw i ich funkcji wtasnych. W tym
skrypcie przypominamy tylko najbardziej podstawowe informacje na ten te-
mat, wykorzystywane w czasie kursu Chemii kwantowej A.

A.1 Pojecia wstepne

Funkcja to odwzorowanie, okreslajace sposob, w jaki kazdemu elementowi
zbioru A zostal przyporzadkowany dokltadnie jeden element zbioru B. Dla
funkeji, ktore sa omawiane w tym skrypcie, zbiorem A (dziedzina funkcj,
czyli zbiorem jej argumentow) jest zwykle zbiér wspotrzednych punktéw w
przestrzeni (jedno- albo tréjwymiarowej), a zbiorem B (zbiorem wartosci
funkcji) jest zbior liczb (rzeczywistych albo zespolonych).

Przyktady:

e Niech dziedzing funkcji f bedzie zbidér liczb rzeczywistych R i niech
r € R. Zapis f(z) = 2? oznacza, ze funkcja f przyporzadkowuje kazde;
liczbie rzeczywistej x jej kwadrat, np. liczbie -3.21 przyporzadkowuje
liczbe 10.3041, poniewaz f(—3.21) = (—3.21)% = 10.3041.

e Dla funkcji, ktora jest orbital 1s atomu wodoru (i kazdy orbital), dzie-
dzing jest zbior wspotrzednych punktow w przestrzeni trojwymiarowe;j,
czyli tréjek liczb rzeczywistych (z, y, z), jesli postuzymy sie uktadem
wspOlrzednych kartezjanskich albo tréjek liczb (r, 0, ), gdzie 0 < r <
00,0 <60 <7mi0 < <27, jesli poshuzymy sie uktadem wspoétrzednych
sferycznych. Jak wiadomo, r to odlegto$¢ punktu od poczatku uktadu
wspOlrzednych i wyraza sie wzorem: r = /22 +y2 + 22, a katy 01 ¢
okreslaja orientacje w przestrzeni wektora 7, wskazujacego polozenie
danego punktu: 6 jest katem miedzy wektorem 7 a osia z, a ¢ jest
katem miedzy rzutem wektora 7 na plaszczyzne zy a osig x.

Postugujac si¢ jednostkami atomowymi do wyrazenia odlegtosci, mozna

zapisac:
1
1s(r,0,¢p) = —e™ " Al
s(r.0,¢) = 5 e (A1)

Orbital 1s przyporzadkowuje punktowi w przestrzeni trojwymiarowe;
liczbe, znaleziona wedtug podanego wzoru. Na przyktad, punktowi
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o wspdlrzednych kartezjanskich (0, 0, -1) odpowiadaja wspodlrzedne
sferyczne (1, m, 0), poniewaz punkt ten lezy na ujemnej czedci osi z
O@=m,p=0)ir= \/02 + 024 (—1)2 = 1. Zatem orbital 1s przy-
porzadkowuje temu punktowi liczbe, obliczona jako 1s(1,7,0) = ie_l,
ktéra rowna jest w przyblizeniu 0.058549831. Oczywiscie, ze wzoru A.1
wynika, ze wartosé liczby, ktéra orbital 1s przyporzadkowuje jakiemus
punktowi, zalezy tylko od odlegtosci r tego punktu od poczatku uktadu
wspotrzednych. Orbital 1s przyporzadkuje zatem taka samg wartosé
;ﬂ ~! kazdemu punktowi lezacemu na sferze o promieniu r=1 (w jed-
nostkach atomowych), czyli, na przyklad, punktom o wspo6trzednych
kartezjanskich (1, 0, 0), (0,-1, 0), (0, 0.8, -0.6), itp. Z tego wilasnie
powodu kontur orbitalu 1s ma ksztatt sfery.

Funkcjonat, to funkcja, ktorej argumentami sa funkcje. Zapis:
If]=wu
oznacza, ze funkcjonat Z przyporzadkowuje funkcji f liczbe wu.
Przyktad: A
>* Hddr
elol = L
to funkcjonat energii £, stosowany w metodzie wariacyjnej (argumentem tego
funkcjonatu jest funkcja ).

Operator to odwzorowanie, okreslajace sposob, w jaki kazdej funkcji f
ze zbioru funkcji F' przyporzadkowana zostata funkcja g ze zbioru funkcji G.
Zapis :

af =g
oznacza, ze operator & przyporzadkowuje funkcji f funkcje g.

Operator ﬁ jest rowny operatorowi &, jesli wynik dziatania operatora 6
na dowolng funkcje f jest taki sam, jak wynik dzialania operatora & na te
funkcje, czyli B f = af, dla dowolnej funkcji f.

Operator & nazywamy operatorem liniowym, jesli:

ala-f+b-g)=a-a&f +b-ag, (A.2)

gdzie f i g oznaczaja dowolne funkcje, natomiast a i b oznaczaja dowolne
liczby.
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A.2 Przemienno$¢ operatoréow

Dziatanie iloczynu operatoréw & na dowolna funkcje f zdefiniowane jest
jako: A .
apf =a(bf) (A.3)
czyli wynikiem dzialania iloczynu operatorow @3 na funkcje f jest wynik
dzialania operatora & na wynik dzialania operatora 3 na funkcje f.
Jak wiadomo, mnozenie liczb rzeczywistych jest przemienne, czyli wartosé
iloczynu liczb rzeczywistych nie zalezy od kolejno$ci mnozenia tych liczb

a-b=b-a dla abeR (A.4)

Nie musi tak by¢, gdy mamy do czynienia z innymi obiektami. Mnozenie
macierzy nie musi by¢ przemienne, np.:

b2)()=(o)02)62)-05 oo

Podobnie wynik dzialania iloczynu operatorow moze zaleze¢ od kolejnosci
tych operatoréw.
Przyktady:

e Niech &f = f2, czyli operator & przyporzadkowuje funkeji f jej kwa-
drat oraz Bf = z - f, czyli operator 3 przyporzadkowuje funkcji f wynik
mnozenia tej funkcji przez funkcje g(x) = x.

bLatwo sprawdzié, przyjmujac, np. f = f(x ) . 7e af flz) =
(z-2%)? = 28, natomiast Baf(z) = z-(2%)? = a7, czyh w tym przy-
padku ap # Ba

e Niech af(x) = f'(z), czyli operator & przyporzadkowuje funkcji f(z)
pierwsza pochodng tej funkcji wzgledem x oraz Sf = x - f, czyli ope-
rator [ przyporzadkowuje funkcji f wynik mnozenia tej funkcji przez
funkcje g(z) =
Sprawdzmy:

aff(r) = a(B(f(2) = alaf(@)) = (vf(2)) = f(z) +zf'(x), (A.6)
gdzie skorzystaliSmy ze znanego wyrazenia na pochodng iloczynu funk-

cji: (f(x)g(x))" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x). Tymezasem

Baf(x) = Bf () = af'(x) # f(a) + 2f (x) = a5 (x). (A7)
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Pokazalismy, ze rézniczkowanie jest nieprzemienne z mnozeniem przez
zmienna, po ktorej rézniczkujemy.

A.3 Zagadnienie wlasne

Zagadnieniem wtasnym operatora liniowego nazywamy réwnanie:

af =af (A.8)

Po lewej stronie réwnania zapis & f oznacza dziatanie operatora (&) na
funkcje (f). Prawa strona réwnania oznacza mnozenie liczby (a) przez
funkcje (f). Funkcje f spelniajaca powyzsze rownanie nazywamy funkcja
wlasng operatora &, natomiast liczbe a nazywamy wartoscig wtasng ope-
ratora .

Przyktady:

Niech operator & = %. Zatem operator & przyporzadkowuje funkcji jej
pochodna wzgledem zmiennej x (wynik dziatania tego operatora na funkcje
f(z) jednej zmiennej x zapisuje sie inaczej jako L f(z) = f(x)).
Sprawdzmy, czy g(z) = €2* jest funkcja wlasng tego operatora i jesli tak, to
jaka odpowiada jej wartos¢ wtasna.

d , 2 d 2

—e =" —(22) =2-e* A9

Lo Log g0, (A9)
czyli w wyniku dziatania operatora & = % na funkcje g(x) = €*® otrzymuje

si¢ funkcje €** pomnozona przez liczbe 2. Zatem funkcja g(z) = €** jest
funkcja wlasng operatora & = %, a odpowiadajaca tej funkcji wartos¢ wtasna
to 2.

A czy funkcja h(z) = v’ jest takze funkcja wlasng operatora & = % ?
Sprawdzmy, jaki jest wynik dziatania operatora & = % na funkcje h(z).

d
d 2 2 d 2 2
—e" =e¥ - —(x%) =2x-e", A.10
e o) (A.10)
W wyniku dzialania operatora & = % na funkcje h(z) = e*” otrzymuje sie
funkcje h(x) pomnozona przez funkcje 2z, czyli otrzymuje sie funkcje inng

niz h(x). Zatem h(x) = e** nie jest funkcja wlasna operatora & = %.
Niech a i b oznaczaja pewne liczby, natomiast f, g i h jakie$ funkcje.
Zatézmy, ze:

af =af (A.11)
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ag = ag (A.12)
ah = bh (A.13)

czyli funkcje f, g i h sa funkcjami wlasnymi operatora &, z tym, ze funkcjom
f 1 g odpowiada taka sama warto$¢ wlasna a, natomiast funkcji h odpowiada
wartos¢ wlasna b # a.

Utworzmy funkcje u, ktora jest tzw. kombinacja liniowa funkcji f i g,
czyli u = c1 f + cog, gdzie ¢; i ¢ oznaczaja dowolne liczby oraz funkcje v,
ktora jest kombinacja liniowa funkcji f i h: v = ¢1f + coh. Sprawdzmy, czy
funkcje u i v sa funkcjami wlasnymi operatora &.

au = &1 f+cag9) = 1@ f +cobg = craf +ceag = aley f+ cag) = au (A.14)

Funkcja u, czyli kombinacja liniowa funkcji wlasnych operatora &, od-
powiadajacych tej samej wartosci wlasnej, jest takze funkcja wlasng
operatora &.

av = &(c1f + coh) = 1 f + codh = ciaf + cobh (A.15)

Funkcja v, czyli kombinacja liniowa funkcji wtasnych operatora &,
odpowiadajacych réznym wartoSciom wlasnym, nie jest funkcja
wtlasng tego operatora.

B Oddzielenie ruchu srodka masy

B.1 Dla rotatora sztywnego

Dla rotatota sztywnego, czyli uktadu dwoch czastek o masach my i mo, po-
ruszajacych sie w taki sposob, ze ich odlegtos¢ pozostaje stata, operator cal-
kowitej energii (hamiltonian) ma nastepujaca postac:

h? h?
_ _ P =P 1
( 2my A 2meo A2> &% (B.1)
gdzie
0? 0? 0? 0? 0? 0?
Ay — — A= —— - — B.2
! o0x? * Oy? + 023" 2 03 + Oy3 * 023 (B2)

Aby odlegto$é¢ miedzy czastkami byta stata, musi byé¢ spelniony warunek:

\/(931 —x2)?+ (1 — 1)’ + (21 — 22)* = R, (B.3)
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gdzie R oznacza odlegtos¢ czastek.

Interesuje nas jednak ruch czastek wzgledem siebie, a nie przemieszczanie
sie catego uktadu w przestrzeni. Wprowadzimy zatem wspoétrzedne srodka
masy uktadu dwéch czastek:

Xs = —m r1 + 2 T,

mi+ma m1+m2

Y = Sy + R

mi1+ma mi+
— mi ma
Zs T omi+me Z1+ mi+mg 22

i wspotrzedne ich ruchu wzglednego:
T =Ty — Ty;
Y=Y —Y2;
2 =2 — 22

Trzeba teraz zastapi¢ drugie pochodne wzgledem x1, y1, 21 i X2, Y2, 22
przez pochodne wzgledem X, Y, Z, oraz x, y i z. Jak wiadomo:

0 09X, 9 0z d

8551 N 81'1 8XS + 81’1 or (B4)
0 90X, 0 | Ox 0
8%2 N 8x2 aXs * 8;)32871' (B5>
czyli
g omy 0 0
0z1  mitms0X, | Oz (B.6)
9 my 0 0
- ~ . B.
8232 my + me OXS oz ( 7)
Zatem
62 ma 2 82 2m1 82 82
Ox3 B (Tfﬂ + m2> 0X? + my + my 0X,0x + o2 (B.8)
0 M2 2 92 2msy 02 H2
0x3 (m1 + TI”LQ) OX2  my +my0X.00 | 02 (B.9)
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Podobnie:
& _ ( ™ )2 AL N (B.10)
oy \mi+mo/) OY2 my+medY,0y  0y? )
(92 B < mo )2 82 _ 2m2 (92 i 672 (B 11)
Oys  \my+my/) OY2  my+mydY0y  Oy? '
L. ( o )2 om0 O gy
022 \my+my/) 022 my+my0Z,0z 022 ’
872 B ( mo >2 62 B 2m2 62 i 872 (B 13)
025 \my+my/) 072 mi+my0Z,0z 022 )
Po podstawieniu do réwn. (B.1):
h? 0? 0? 0?
— P
l 2(my + my) (axg T T azg)] +
/1 1 0? 0? 0?
s Vs s Y o= (B4
[ 2 <m1+m2> <8x2+3y2+8z2>] c ( )
co mozna zapisa¢ jako
h? 0? 0? 0? n: [ 02 o? 0?
- AT (AT | I YU
l 2(my + ma) (axg Tove T azg) o (83:2 o w)] =
(B.15)
gdzie p = ™M _ masa zredukowana

mi1+m
Jak wida¢ Hamiltonian sktada sie z dwoch czesci, z ktorych kazda zalezy

od innych zmiennych:

(Fi(Xo, Y, Z0) + Halw,y,2)) @ = &9, (B.16)

H, zalezy tylko od wspotrzednych srodka masy: X, Ys, Z, a H, zalezy
tylko od wspoétrzednych ruchu wzglednego: x, y, 2.
Warunek (B.3) ma teraz postac:

Vvt +y?+ 22 =R,

gdzie R oznacza odlegto$¢ czastek. Nie ma zadnej zaleznosci taczacej wspo-
lrzedne X, Yy, Zs ze wspotrzednymi x, y, z.

(B.17)
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Mozna zatem zalozy¢, ze funkcja falowa & ma postaé¢ iloczynu dwoch
funkcji, z ktérych jedna zalezy tylko od X, Ys, Z, a druga tylko od z, y, z:
& = F(X..Y,, Z)U(r.y, 7).
Po podstawieniu do réwnania (B.16):

U(x,y, 2)Hi(X,, Yy, Z)F(X,, Yy, Z,) + F(X,, Yy, Zo) Ho(x,y, 2) (U (2, y, 2) =
eF(X,,Ys, Z)V (2, y, 2)

Po podzieleniu obu stron tego réwnania przez F( X, Yy, Zs)V(x, y, 2) otrzy-
muje sie:

EI?(‘%% z)\I/(x,%z) - — HI(X&)/&ZS)F(X&Y;?ZS) (B 18)
V(ry,2) F(Xs,Ys, Zs) '

Dwa wyrazenia, z ktorych kazde zalezy od innych zmiennych niezaleznych,
moga by¢ sobie réwne dla dowolnych wartosci tych zmiennych tylko wéwczas,
gdy kazde z tych wyrazen jest réwne tej samej statej wartosci liczbowej, ozna-
czonej tu jako E.

Musi by¢ zatem:

H\(X,,Y,, Z)F(X,,Ys, Z)
— =F B.19
c F(X,,Ys, Zy) (B-19)

oraz

A

HQ(xa Y, Z)\D<x> Y, Z)
V(z,y,2)

o) (B.20)

gdzie E to pewna stata.
Zaleznosé (B.19) prowadzi do réwnania:

B2 02 9t
2(my + ma) (axg Tovz T oz

) F(X57Y9a ZS) - (8 - E)F(Xsa Yt% Zs)a
(B.21)
opisujacego ruch translacyjny srodka masy, ktéry nas nie interesuje.

Z zaleznosci (B.20) wynika natomiast réwnanie Schrodingera dla ruchu
wewnetrznego (wzglednego) w uktadzie srodka mas:

h2
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gdzie p - masa zredukowana, A = 83—;2 + 88—;2 + g—;

Spetniony musi byé przy tym warunek: /22 + y2 + 22 = R. Réwnanie
(B.22) opisje zatem ruch czastki o masie i, poruszajacej sie w statej odlegtosci
R od poczatku uktadu wspétrzednych, czyli po powierzchni sfery.

B.2 Dla atomu wodoru i jonu wodoropodobnego

W laboratoryjnym uktadzie wspétrzednych operator Hamiltona dla jonu wo-
doropodobnego ma postac:
. R R R h2 hZ Z 2
H=T.+T+V = Ap— —— ‘

2m, 2m; 7 dwegr’

(B.23)

gdzie 1. to operator energii kinetycznej elektronu, T] — operator energii kine-
tycznej jadra, V' - operator energii potencjalnej; A, = 68—;% + 88—;3 + 53723’
Te, Ye, Ze OzZnaczaja wpotrzedne opisujace potozenie elektronu,

2 2 2 . . , . . . .
A= %—l—%g—i—%, gdzie x;, y;, z; oznaczaja wpolrzedne opisujace potozenie
J J J

gdzie

jadra; ¢ to przenikalnosé elektryczna prozni, natomiast

r= (e — 15)2 + (e — 45)? + (2 — 2)?

jest odlegtosciag miedzy jadrem a elektronem. Postaé 1% odpowiada klasycz-
nemu oddziatywaniu kulombowskiemu miedzy jadrem o tadunku +Ze a elek-
tronem.

Podobnie jak w przypadku rotatora sztywnego nie interesuje nas ruch
translacyjny atomu jako catosci tylko ruch wzgledny jadra i elektronu. Nalezy
zatem dokonaé przejscia od laboratoryjnego ukladu odniesienia: (z;, y;, zj,
Tey Ye, Ze) do uktadu wspéhrzednych (X, Ys, Zs, x, y, 2), gdzie X5, Ys, Zs
opisuja potozenie srodka masy, a x, y, z opisuja wzgledne potozenie elektronu
ijadra. W tym celu nalezy wykona¢ przeksztatcenia analogiczne do opisanych
w réwnaniach (B.4)-(B.15) z Dodatku B.1.

Hamiltonian wyrazony w zmiennych (X, Ys, Zs, , y, 2) przybiera postaé:

PI = TXSaY.mZS + TI,:L/,Z + ‘A/ ) (B24>
gdzie
7 _ h2 82 i 82
Tz = =5t (o7 + o2 + 572

7 _ r? (9% 52 52
Tove = =3 (G + 57 + 5).
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O Ze?
V= T dreor?
przy czym r = y/x? + y? + 22

Jak tatwo zauwazy¢, catkowity hamiltonian H sklada sie z czesci TXS,YS, Z.
zaleznej tylko od wspéhrzednych (X, Y, Z;) oraz czeéci 1., . + V zaleznej

wytacznie od (z,y, z). Mozna zatem przyjaé, ze funkcje wlasng H spetniajaca
rownanie:

Hd = £9, (B.25)

mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch funkcji, z ktorych jedna zalezy
tylko od wspotrzednych X, Yy, Z,, a druga tylko od wspotrzednych x, y, z:

o= F(XsaY;7 ZS>\IJ(ZL‘,y,Z) (B26)

Po podstawieniu iloczynowej posta¢ ® do réwnania (B.25) mozna (postepujac
analogicznie jak w Dodatku B.1) uzyskaé¢ dwa niezalezne réwnania:

T, vz, F (X, Ys, Zs) = (€ = E)F(X,, Y, Z), (B.27)
ktore opisuje ruch postepowy jonu wodoropodobnego, oraz
(Tx,w + V) U(x,y,2) = E¥(z,y, 2) (B.28)

ktore opisuje wewnetrzng dynamikag uktadu (ruch elektronu i jadra wzgledem
siebie) .

Zatem, aby opisac¢ ruch elektronu i jadra wzgledem siebie nalezy rozwiazac
réwnanie o postaci:

< h? 7Ze?

> U(z,y,z) = E¥Y(z,y,2), (B.29)

gdzie p=! = mi + ﬁ (gdzie m, to masa elektronu, a M; masa jadra) oznacza
e J
mase zredukowang, a A = 88722 + 38722 + g—; .
Oczywiscie, ze wzgledu na zalezno$¢ operatora energii potencjalnej od r
wygodniej jest zastosowaé¢ do opisu wzglednego potozenia elektronu i jadra
wspoéhrzedne sferyczne (r, 0, ¢) zamiast wspéhrzednych (z,y, 2).
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