MODEL HIPERSPREZYSTOSCI IZOTROPOWYCH
NIESCISLIWYCH ELASTOMEROW
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1. Wstep

W cz.1 i cz.2 artykulu zamiesciliSmy podstawowe informacje i testy numeryczne MES
zaproponowanego modelu elastomerow [1.6] w ramach teorii hipersprezysto$ci materiatow
niescisliwych. Celem tej czgSci pracy jest zastosowanie dyskutowanego wczesniej modelu
gumy w nieliniowe] analizie zagadnienia lokalnego wyboczenia cylindrow w zakresie duzych
deformacji sprgzystych. Bedziemy stosowali program ABAQUS v.5.8 [1] oraz
zaimplementowane tam  algorytmy iteracyjne. @W  zagadnieniach  brzegowych
hipersprezystosci konieczne jest zastosowanie, do rozwigzywania ukladéw nieliniowych
réwnan algebraicznych MES, metod, ktore sq uogdlnieniem metody Newtona-Raphsona, w
szczegdlnosci w postaci tzw. algorytmu Riksa-Wempera [4-6] i Crisfilda [2,3], por. takze
[1,IL9,I1.21]. Rozpatrywac bedziemy cylindry o przekroju kotowym i eliptycznym. Nie
wprowadzamy do modelu numerycznego zadnych imperfekcji ksztattu cylindrow i
przyjmujemy, Ze material gumy jest materiatem jednorodnym.

2. Zagadnienie osiowo-symetryczne

W zadaniu tym rozpatrujemy osiowo-symetryczne deformacje cylindra gumowego wg
modelu materialu M.3 o przekroju kotowym (dane wg Tablicy 1, cz.1, [II.17]). Wymiary
walca sg nastgpujace: promien wewnetrzny 0.95, promien zewnetrzny 1.05, wysokosé 20.0
(jednostek dtugosci). Ze wzgledu na symetri¢ zadania zaproponowany model MES ma siatke
elementéw skonczonych ztozona z 3000 elementow CAX4H [1] (3 elementy po grubosci
walca). Przyjgto nastgpujace warunki brzegowe: zatozono zerowe przemieszczenia dolnej
podstawy walca, za$ obciazenie $ciskajace zrealizowano na gornej podstawie walca, zadajac
przemieszczenie w kierunku osi walca (przemieszczenia weztow w kierunku prostopadtym sg
swobodne). Poniewaz rozpatrywano bardzo duze lokalne deformacje walca to zatozono
mozliwos¢ kontaktu migdzy powierzchniami bocznymi walca. Kontakt zamodelowano
przyjmujac wspotczynnik tarcia rowny 1 (zastosowano opcje programu ABAQUS v.5.8,
*FRICTION, ROUGH, [1,1.1]), czyli zalozono kontakt bez mozliwosci poslizgu. Nalezy
zaznaczy¢, ze jest to znaczna idealizacja zjawiska tarcia pomiedzy elementami gumowymi
(autorzy nie dysponuja jednak dokladnymi danymi o wspoélczynniku tarcia dla gumy
analizowanej przez Treloara [1.15]). Z punktu widzenia ztozonosci obliczen numerycznych
zastosowanie wspotczynnika tarcia réznego od 1 nie wprowadza w analizowanym zadaniu
zadnych dodatkowych trudno$ci. Nalezy podkresli¢, ze uzyskanie rozwiazania MES zadania
tu analizowanego wymaga kilkudziesigciu godzin pracy komputera srodowiskowego duzej



mocy Sun HPC E10000 (Starfire) (konfiguracja: 12 procesorow 400 MHz, RAM 2048 MB,
architektura SMP). Przyktadowy wynik uzyskany dla 36 iteracji podano na Rys.2.1. Jest to
typowa deformacja $ciany cylindra po utworzeniu si¢ pierwsze;j ,,fatldy” przy dolnej podstawie
cylindra. Nalezy zaznaczy¢, ze w trakcie dalszego wzrostu przemieszczen pionowych gornej
podstawy cylindra deformacje koncentrowaty si¢ w tym samym miejscu, ktére pokazano na
Rys. 2.1.

[ |
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Rys.2.1. Osiowo-symetryczna deformacja $ciskanego cylindra. Konfiguracja poczatkowa i
aktualna.

3. Cylinder o przekroju kotowym

W punkcie poprzednim a priori zaktadaliSmy osiowo-symetryczng deformacje cylindra.
Obecnie odstagpimy od tego zatozenia. Rozpatrzymy model powlokowy i model 3D. Dane
materialowe i geometrig cylindra przyjmujemy identyczne jak w pkt.2. W przypadku modelu
powlokowego cylindra zalozono siatk¢ MES ztozong z 1440 elementow powlokowych dla
duzych deformacji z tzw. zredukowanym catkowaniem S4R [1] (zastosowanie elementéw ze
zredukowanym catkowaniem wynika z wigzow niescisliwosci materialu). Przyjeto
nastgpujace warunki brzegowe: w weztach podstawy dolnej wyzerowano wszystkie stopnie
swobody, natomiast w we¢ztach podstawy gornej zadano tylko przemieszczenia zgodne z osia
walca. Na Rys. 3.1 pokazano zalezno$¢ pomigdzy reakcja w wybranym wezle na podstawie
gornej walca w funkcji przemieszczenia. Konfiguracje koncowa powloki otrzymano po 47
przyrostach i 115 iteracjach, stosujac tzw. zmodyfikowany algorytm Riksa [I.1], por. Rys.3.2.
Rozpatrujac model 3D cylindra uzyskano rozwiazanie dla znacznie wiekszych jego
deformacji, przy tych samych parametrach sterujacych algorytmem Riksa. W przypadku
modelu 3D cylindra zalozono siatk¢ MES zlozong z 10800 elementéw skonczonych (liczba
weztow 25344) C3D8H [1], trzy elementy po grubosci cylindra. Wybrane konfiguracje walca
pokazano na Rys. 3.3. Zauwazmy, ze poczatkowe deformacje walca lokalizuja si¢ w poblizu
dolnej podstawy (por. Rys.3.3.a), nastgpnie pojawiaja si¢ sfaldowania na catej dlugosci
cylindra (por. Rys.3.3.b), pozniej za$ ulegaja one zmniejszeniu (por. Rys.3.3.c) i w
konfiguracji koncowej koncentruja si¢ w gornej czesci walca.
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Rys.3.1. Sciezka réwnowagi, zalezno$é pomiedzy reakcja w wezle gornej podstawy walca
(model powtokowy MES) a przemieszczeniem.
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Rys.3.2. Cylinder o przekroju kotowym (model powlokowy MES). Konfiguracja koncowa.
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Rys.3.3. Cylinder o przekroju kotowym (model 3D MES). Konfiguracje cylindra dla

wybranych kolejnych przyrostéw przemieszczenia: a) 4-tego, b) 8-ego, c) 20-ego, d)
konfiguracja koncowa (przyrost 36).



4. Cylinder o przekroju eliptycznym

W przypadku cylindra gumowego o przekroju eliptycznym zastosowano siatk¢ MES z
identyczna liczbg i rodzajem elementéw skonczonych 3D jak dla cylindra kotowego (state
materialowe gumy zatozono identycznie jak w pkt. 2 i 3). Przyjeto nast¢pujace wymiary dla
gtownych osi elipsy: 1.151 0.95 (wymiary zewngtrzne). Grubo$¢ Scianek cylindra wynosi 0.1.
Wysokos$¢ cylindra jest identyczna jak w pkt. 2 i 3. Warunki brzegowe: dolna podstawa jest
utwierdzona, za§ w gornej podstawie wyzerowano przemieszczenia prostopadte do osi walca
(zachowano w ten sposdb eliptyczny ksztalt powierzchni gornej). Obciazenie realizowano
przemieszczeniami wzdtuz osi walca. Parametry sterujace algorytmem Riksa zdefiniowano
identycznie jak w zadaniu z walcem kotowym. Wykonano 161 iteracji w 45 przyrostach.
Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku cylindra eliptycznego otrzymujemy jakosciowo inne
rozwiazania niz podane w pkt.3. Sciezke réwnowagi pokazano na Rys.4.1. Ze wzgledu na
ograniczong liczbe stron artykulu zamieszczamy tylko wybrane wyniki, ktére sa
reprezentatywne dla analizowanego zagadnienia.
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Rys.4.1. Sciezka rownowagi, zalezno$¢ pomiedzy reakcja w wezle gornej podstawy walca (o
przekroju eliptycznym) a przemieszczeniem.

Konfiguracje koncowa pokazano na Rys.4.2. Wykresy warstwicowe naprezen zastgpczych
Misesa zamieszczono na Rys.4.3. Widzimy, ze warto$ci tych naprezen sq bardzo mate, co
potwierdza, ze nawet dla bardzo duzych deformacji cylindra jesteSmy w zakresie
umiarkowanie duzych odksztalcen sprezystych gumy. Nalezy podkresli¢, ze w przypadku
cylindra o przekroju eliptycznym, w calym procesie zalozonego obciazenia, deformacje
lokalizowaty sie w okolicach potowy jego wysokosci, czyli odmiennie niz dla walca
kotowego, por. pkt.3. Jezeli zatozymy identyczne warunki brzegowe jak dla cylindra
kotowego (patrz pkt.3) to takze i w tym przypadku deformacja cylindra eliptycznego ma inny
charakter. Koncowsa konfiguracj¢ pokazalismy na Rys.4.4. Pomimo, ze odksztalcenia w
konfiguracji koncowej lokalizujg si¢ przy podstawie gornej (czyli podobnie jak dla walca
kotowego), to w odrdznieniu od cylindra kolowego nie zaobserwowano przemieszczania si¢
fald na calej powierzchni bocznej walca. Odksztalcenia od poczatku lokalizuja si¢ przy
podstawie gornej. Wzrost obcigzenia powoduje wylacznie ich zwigkszenie (a nie zmiang
charakteru deformacji jak w przypadku walca kolowego). Na Rys.4.2. wida¢, ze dalsze
zwiekszanie obciazenia spowodowatoby kontakt $cian cylindra, dlatego obliczenia zostaty
przerwane dla 45 przyrostu.
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Rys.4.2. Cylinder o przekroju eliptycznym, konfiguracja koncowa.
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Rys.4.3. Cylinder o przekroju eliptycznym, konfiguracja koncowa. Wykresy naprezen
zastgpczych Misesa.
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Rys.4.4. Cylinder o przekroju eliptycznym, konfiguracja koncowa. Warunki brzegowe sa
identyczne jak w przypadku walca kotowego analizowanego w pkt.3.



W przypadku walca o przekroju eliptycznym analizowano takze model powlokowy MES
powyzszych zadan. Ogdlne wnioski sa podobne jak dla walca kotowego, por. pkt.3, tzn.
stosujac model 3D, w poréownaniu z modelem powlokowym, uzyskujemy rozwigzanie
numeryczne tych zadan dla znacznie wigkszych deformacji (przy tych samych parametrach
sterujacych algorytmem iteracyjnym Riksa).

5. Uwagi koncowe

Podkreslamy, ze lokalne wyboczenie rozpatrywanych cylindréw wystepuje bez zaktadania
jakichkolwiek imperfekcji ich ksztattu i niejednorodnosci materiatu. Rozpatrywane w analizie
numerycznej MES siatki sa regularne i odpowiednio symetryczne. Przyjety model materiatu
gumo-podobnego jest stabilny w sensie Druckera (por. definicje stabilnosci relacji
konstytutywnych materiatléw hipersprezystych podana w podrgcznikach programu ABAQUS
[1,1.1-1.3]). Przyjmujac identyczne parametry sterujace algorytmem iteracyjnym Riksa-
Crisfielda zauwazono, zZe znacznie wigksze deformacje cylindrow mozna otrzymaé w
przypadku modeli 3D w stosunku do odpowiadajacych im modeli powtokowych. Wynika to
gléwnie z istnienia lokalnie bardzo duzych obrotow czastek cylindra wywotanych jego
deformacja. W sformutowaniu 3D hipersprgzystosci nie mamy zadnych ograniczen na lokalne
obroty czastek ciala. Uzyskane numerycznie deformacje cylindréw (kolejne ich konfiguracje)
w przypadku modeli 3D sa jednak ograniczone przez dopuszczalne deformacje elementéw
skonczonych (niedopuszczalne jest tzw. przenicowanie elementu skonczonego, co jest
oczywiste). Kolejnym ograniczeniem znacznych deformacji cylindrow jest mozliwosé
kontaktu powierzchni bocznych walca. Podany w pkt. 2 przyklad ilustruje, ze uwzglednienie
zjawiska kontaktu (tacznie z tarciem) jest w programie ABAQUS v.5.8 mozliwe do
zastosowania w ramach standardowych opcji programu ABAQUS, ale znacznie wydtuza to
czas obliczen. Z drugiej strony kontakt wystepuje zawsze po lokalnym wyboczeniu §cianek
cylindrow. Wyniki obliczen prezentowane w pkt. 3 1 4 dotycza takich deformacji cylindréw,
dla ktérych nie wystgpowato zjawisko kontaktu. Nalezy zaznaczyé, ze dla walcoéw
modelowanych elementami 3D obliczenia numeryczne przerwano tylko z powodu braku
wolnej przestrzeni dyskowej na zbiory wynikowe (max zbiory wynikowe nie mogty
przekracza¢ w sumie 18 Gb), a nie z powodu ,,zlego uwarunkowania numerycznego” zadania.
Kolejnym etapem dalszej pracy powinno by¢ przeanalizowanie: w przypadku zadania
podanego w pkt.2, wptywu grubosci i wysokosci cylindra, natomiast w przypadku zadan
prezentowanych w pkt. 3 1 4 dodatkowo nalezy zbada¢ wptyw nieregularnosci zatozone;j siatki
MES, co wiaZze si¢ z mozliwoscia poszukiwania niesymetrycznych lokalnych wyboczen
cylindrow. Przypominamy, ze dla odpowiednio regularnych potencjatéw hipersprezystosci (i
ograniczone] klasy zagadnien brzegowych) dysponujemy tylko twierdzeniami o istnieniu
rozwigzania a nie o ich jednoznacznosci, por. np. [.4] oraz np. Rys.4.1. Wobec tego, z punktu
widzenia teorii hipersprezysto$ci, dla modeli jednorodnych materiatow z odpowiednio
regularng funkcja jednostkowej energii sprezystej, analiza mozliwych deformacji cylindréw i
ich lokalnego i/lub globalnego wyboczenia jest wazniejsza niz analiza wyboczenia w
klasycznym sensie, gdzie a priori zaklada sig¢ istnienie imperfekcji, ktore determinuja
charakter ich deformacji.
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HYPERELASTIC MODEL OF INCOMPRESSIBLE ISOTROPIC
ELASTOMERS
Part 3. Analysis of local buckling of compressed thick cylinders in the range
of large deformations

Stanistaw Jemioto, Marcin Gajewski
Institute of Structural Mechanics — WUT

Summary

The hyperelastic model of elastomers proposed in the first part of this paper has been applied
to the analysis of local buckling of rubber cylinders. The elliptical and circular cross-section
cylinders for the axi-symmetric, shell and 3D models of finite element mesh are discussed.
The finite element program ABAQUS v. 5.8 with the Riks-Crisfield algorithm has been used.
The considered cylinders are without any imperfections of shape and they are made of
homogeneous rubber-like material, which is stable in the Drucker sense. Different types of
deformations and local buckling of elastomer cylinders are observed.



