Materialy Konferencji
MathPAD 2008

Wydzial Matematyki i Informatyki

Uniwersytetu Mikolaja Kopernika w Toruniu
19-22 sierpnia 2008

~
@ WYDAWNICTWO NAUKOWE
UNIWERSYTETU MIKOLAJA KOPERNIKA



Redakcja materialow:
Mirostaw Majewski (e-mail: mirek.majewski@yahoo.com)
Robert Skiba (e-mail: robo@mat.uni.torun.pl)

Okladke projektowal Miroslaw Majewski

ISBN 978-83-231-2296-8

Printed in Poland
© Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mikolaja Kopernika
Torun 2009
© Copyright by mathPAD Online and the autors

WYDAWNICTWO NAUKOWE UNIWERSYTETU MIKOLAJA KOPERNIKA
ul. Gagarina 5, 87-100 Torur
Redakgja: tel. (056) 611 42 95, fax 611 47 05
dwyd@umk.pl
Dystrybucja: ul. Reja 25, 87-100 Torun
Tel./fax (056) 611 42 38
books@umk.pl
www.wydawnictwoumk.pl
Wydanie |
Sklad: Miroslaw Majewski, Robert Skiba
Druk: Drukarnia Cyfrowa UMK
ul. Gagarina 5, 87-100 Torun, tel. (056) 611 2215



Trzy rownowazne definicje okregu - konstrukcje
przy pomocy programu Geometry Expressions.

Kamila Majewska
majewska.camila@gmail.com

Streszczenie

Wiele wspolczesnych definicji i twierdzern matematycznych narodzilo si¢ juz
w starozytnosci. Niektore z nich pomimo dlugiego uplywu lat nadal sa ,zywe”
i chetnie stosowane, inne nieco odeszly w zapomnienie. Sytuacja ta ma miejsce
rowniez w przypadku definicji okregu przedstawianej uczniom juz w szkole
podstawowej. Artykul ma na celu prezentacje trzech réznych, aczkolwiek
rownowaznych sobie definicji okregu. Praca jest takze uklonem w strong
wspolczesnych $rodkéw dydaktycznych - prezentuje mozliwos¢ wprowadzenia
pewnych poje¢ za pomoca programu Geometry Expressions.

Wprowadzenie

Grecja byla jedna z pierwszych, a zarazem glownych kolebek rozwoju starozytnej
ywilizacji. Juz wowczas dbano o rozwéj wszelkich aspektéw zycia - zaréwno
iielesnych, jak i umyslowych. Skutkiem takiej postawy byl ciagly rozwéj sztuki,
wltury, a takze nauki. To starozytnos¢ dala podwaliny wielu wspoélczesnym
lziedzinom nauki, takZze matematyce. W uczonych glowach postawaly intuicje
natematyczne, twierdzenia, a takze definicje aktualne do dnia dzisiejszego . W tym
zasie rozwingly si¢ rowniez trzy rézne, aczkolwiek réwnowazne definicje okregow.
Najstarsza z nich pochodzi z VI wieku p.n.e. jej sformulowanie przypisuje sig¢
lalesowi2. Druga definicja jest dzielem Euklidesa3( I1I wiek p.n.e.), za$ trzecia nalezy
do Apoloniusza4 (II wiek p.n.e. ). Najczgsciej uzywang, a co za tym idzie najbardziej
znang definicja jest definicja Euklidesa, popularyzowana przez wspélczesne
podreczniki szkolne. Oczywiscie $rodki jakie w swojej pracy wykorzystywal

2 Tales z Miletu( ur. ok. 624 p.n.e., zm. ok. 545 p.n.e. ), starozytny grecki filozof, matematyk,
astronom, inzynier, polityk, podréznik i kupiec, zaliczany do siedmiu medrcéw starozytnej
Gregji, uznawany za tworce podstaw nauki i filozofii europejskiej. Tales prowadzil badania
nad udowodnieniem swoich twierdzen oraz twierdzen wczesniej postawionych przez
matematykow egipskich, dajac podstawy nauce przez zapoczatkowanie systematycznej
rozbudowy pojec i twierdzen geometrycznych. Przypisuje si¢ mu wiele twierdzen z geometrii
wspolczesnej.

3 Autor pierwszych prac teoretycznych z matematyki. Gléwne jego dzielo to Elementy
( traktat arytmetyczny i geometryczny, obejmujacy swym zakresem podstawowe zagadnienia
obu tych nauk). Elementy s3 pierwsza proba aksjomatycznego ujecia geometrii i byly
podstawowym podrecznikiem geometrii do XIX wieku.

{ Apoloniusz z Pergi , zyl ok. 260 p.ne. - ok. 190 p.ne, matematyk i astronom grecki,
interesowal si¢ glownie geometrig a zwlaszcza krzywymi stozkowymi. Napisal traktat
Kaovikda (Konika - "Stozkowe"), w ktérym opisuje i nadaje nazwy takim krzywym jak elipsa,
parabola i hiperbola, juz w starozytnosci nazywano go "Wielkim Geometra".
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Euklides znacznie odbiegajg od tych uzywanych w dzisiejszej szkole. Wspolczesny
nauczyciel ma szeroka game wyboru. Jedng z mozliwosci jest oczywiscie komputer z
odpowiednim oprogramowaniem. Koncepcja jaka prezentuj¢ bazuje na programie
Geometry Expressions umozliwiajgcym dynamiczng wizualizacje rozwazan
geometrycznych. Program Geometry Expressions zostal opracowany przez grupe
Saltire Software, umozliwia on prace zarébwno pod systemem Windows jak
i w rodzinie systeméw Linux.

Trzy rézne spojrzenia na definicje okregu
Z uwagi na przyzwyczajenia szkolne zrezygnujmy z chronologii historycznej
i rozpocznijmy od definicji szkolnej.

Definicja 1 (okrag Euklidesa)

Okregiem o danym s$rodku C i promieniu r
nazywamy zbiér wszystkich punktow plaszczyzny
P, ktorych odleglos¢ od Srodka C jest réwna

:o. dlugosci r danego odcinka.

. c Program . G.eom?b.'y. . Expressions umozliwia

o prezentacje tej definicji okregu.

... r / 1. Korzystajac z opcji Elementy zaznaczmy punkt
. C - §rodek przyszlego okregu.

2. Prowadzimy odcinek o poczatku w punkcie C,
Rys. 1 za$ konicowi odcinka przypisujemy punkt P.

3. Zaznaczmy odcinek CP i korzystajac z podmenu
Deklaracje okreslamy dlugos¢ odcinka réwna r.

Aby narysowa¢ dowolny punkt okregu Euklidesa
A o Srodku C i promieniu r mozna postapic

P nastepujaco.
4. Korzystajac z podmenu Elementy zaznaczamy
dowolny punkt Q na plaszczyZnie.

5. Prowadzimy odcinek CQ o poczatku w punkcie
Rys. 2 C, zas koricowi odcinka przypisujemy punkt Q.

' 6. Zaznaczmy odcinek CQ i Kkorzystajac
Edytuj miejsce geometryczne : 7z podmenu Deklaracje okreélamy dhlgOSé odcmka

! réwng r, program samodzielnie dopasuje dlugos¢
odcinka CQ.

Aby narysowac caly okrag ( wszystkie punkty)
mozna wykona¢ nastgpujace kroki.

7. Mierzymy kat pomiedzy odcinkiem CP i CQ,
w tym celu korzystamy z podmenu Deklaracje. W

wyniku tego dzialania program wprowadzi
zmienna B wyrazajaca wielkos¢ tego kata.

Rys. 3

8. Dzigki opcji Miejsce geometryczne dostaniemy
obraz drogi jaka przebedzie punkt Q w zaleznosci
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od kata 0 (Rys.2). W tym celu zaznaczamy punkt Q i definiujemy wartosci, jakie 0
moze przyjmowac (patrz Rys.3)

Program umozliwia takze animacje ruchu punktu Q (mamy komputerowy cyrkiel),
co wérdéd uczniéw budzi najwigksze zainteresowanie. W tym celu nalezy w opcji
Zmienne zaznaczy¢ zmienng O i za pomocy intuicyjnych strzalek uruchomié¢ animacje.

Definicja 2 (okrag Talesa)

Okregiem o Srednicy AB nazywamy zbiér utworzony z punktéow A i B oraz
wszystkich punktow P plaszczyzny takich i tylko takich, dla ktérych kat APB jest
katem prostym,

ottt e, Na poczatek sprébujmy narysowac pojedynczy
2 e punkt P okregu Talesa o S$rednicy AB.
:-4,:'3 W Geometry Expressions mozna zrobi¢ to
N g " w nastepujacy sposob.
gt K 1. Odkladamy odcinek AB korzystajac z opcji
RETTRL Odcinek w podmenu Elementy.

2. Z dowolnie wybranego punktu P prowadzimy
odcinki PA i PB.

3. Za pomoca menu Deklaracje ustalamy kat
pomiedzy tymi odcinkami jako kat prosty.
Program  samodzielnie  dostosuje  diugosci
odcinkéw PA oraz PB.

4. Aby narysowa¢ caly okrag jako miejsce
geometryczne punktow wystarczy zmierzy¢ kat

pomiedzy odcinkami AB i AP.

Rys. 5 5. Zaznaczamy punkt P i rysujemy jego miejsce
geometryczne, w zaleznosci od kata 0 podajac
zakres jego zmiennoéci (wystarczy ze 8 zmienia si¢ od 0 do 180°).

Konstrukcje punktu P okregu Talesa o érednicy AB mozna przeprowadzi¢ nieco
inaczej (podejécie konstrukcyjne).

1. Przez koniec A $rednicy prowadzimy dowolna prosta.
2. Obliczamy kat pomigdzy $rednica AB i ta prosta.
3. Konstruujemy prostopadlg przechodzjca przez drugi koniec B Srednicy.

4. Punkt przecigcia tych dwoch prostopadlych prostych jest szukanym punktem
P okregu Talesa.

W tym przypadku okrag Talesa jako miejsce geometryczne punktow P rysujemy jak
poprzednio. w obu przypadkach mozna pokaza¢ animacje rysowania okregu.

Co ma wspolnego okrag Talesa o rednicy AB z okregiem Euklidesa? Oczywiscie
prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie.

Okrag Talesa o érednicy AB jest okregiem Euklidesa, ktérego §rodkiem jest srodek

C odcinka AB, a promien r jest rowny 'ATI“- .
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Fakt ten mozna wykaza¢ metodami geometrii szkolnej. Istotnie, jesli dowolny punkt

P plaszczyzny (rozny zaréwno od A jak i od B) jest odlegly od C o r, to kat PAC jest

rowny katowi APC, za$ kat CPB jest réwny katowi CBP, bo katy naprzeciw rownych

bokéw w tréjkacie sa sobie rowne. Zatem kat APB jest katem prostym, gdyz suma

katow w trojkacie APB wynosi 180°, co dowodzi, Ze punkt P jest punktem okregu
Talesa o $rednicy AB.

Odwrotnie, zalézmy ze punkt P
plaszczyzny jest takim punktem,
ze kat APB jest katem prostym.
Prowadzac przez punkty A i B
proste réwnolegle odpowiednio
do PB i PA otrzymamy czworokat
ktory jest prostokatem ( patrz
Rys.6 ). A poniewaz przekatne
prostokata polowia si¢ to punkt P
jest punktem okregu Euklidesa

o érodku w punkcie C i promieniu
dlugosci r= -I%B-' g

Rys. 6

Oczywiscie przedstawione tu rozumowanie mozna zweryfikowac eksperymentalnie
w programie Geometry Expressions.

Definicja 3 (okrag Apoloniusza).

Okregiem wyznaczonym przez odcinek AB oraz punkt M nie lezacy na jego
symetralnej ( réwnowaznie dwa pomocnicze odcinki réznych dlugosci a = |AM |
oraz b = |BM| ) nazywamy zbiér wszystkich punktéw P plaszczyzny takich, ze
stosunek ich odleglosci od korica A do odleglosci od korica B danego odcinka jest

rowny stosunkowi % (=§)

Na poczatek sprébujmy narysowac
w Geometry Expressions
pojedynczy  punkt P okregu
Apoloniusza wyznaczonego przez
odcinek AB i punkt M. Mozna
zrobi¢ to nastepujaco.

1. Korzystajac z menu Elementy
odkladamy odcinek AB, rysujemy
symetralng t tego odcinka
i wybieramy punkt M nie nalezacy
do tej symetralnej.

2. Mierzymy dlugosci odcinkéw
AM i BM, nadajac im wartosci
odpowiednioaib.

Rys. 7
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3. Zaznaczamy dowolny punkt P, rysujemy odcinek AP i mierzymy jego dlugosé x.

4. Rysujemy odcinek PB i nadajemy mu dlugos¢ y = ? (wtedy oczywiscie 3

% ) Program automatycznie dopasuje polozenie punktu P.

Aby narysowac caly okrag Apoloniusza ( wszystkie punkty P ) wystarczy zmieniac
wartosci x dlugosci odcinka AP ( patrz Rys. 8). Mozna takze obserwowac animacje
rysowania okregu dobierajac zakresy x.

Rys. 8

Co okrag Apoloniusza ma wspélnego z poprzednimi okregami ?

Z eksperymentu widzimy, ze okrag Apoloniusza przecina prosta AB w dwach
punktach. Punkty te latwo skonstruowac. Niech K bedzie punktem przecigcia
dwusiecznej kata wewnetrznego przy wierzchotku M tréjkata AMB z prosta AB, zas
L punktem przecigcia dwusiecznej kata zewnetrznego tegoz tréjkata przy tym
samym wierzcholku. Wtedy, odpowiednio z twierdzenia o dwusiecznej kata

wewnetrznego i zewnetrznego w tréjkacie mamy KBl IMA| b '|LB| MA| b°

Oznacza to, ze punkty K i L sa punktami okregu Apoloniusza, lezacymi na prostej
AB. Co wiecej, dwusieczne te sa do siebie prostopadle, a zatem punkt M jest
punktem okregu Talesa o $rednicy KL. Jesli P jest dowolnym punktem naszego
okregu Apoloniusza, to mozemy dla niego powtdrzy¢ analogiczne rozumowanie jak
dla punktu M. Odpowiednie dwusieczne przetna prosta AB w tych samych
punktach K i L (wynika to z jednoznacznosci podzialu w danym stosunku). A zatem
kazdy punkt naszego okregu Apoloniusza jest punktem okregu Talesa o Srednicy KL.

Mozna udowodnié, ze wynikanie odwrotne jest takze prawdziwe, co z uwagi na
konieczno$¢ prowadzenia dluzszych rozwazan tu pominiemy. Ostatecznie mamy
wigec twierdzenie.

Okrag Apoloniusza wyznaczony przez odcinek AB i punkt M jest okregiem Talesa
o Srednicy KL.
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Twierdzenie to daje wiele technicznych mozliwosci rysowania okregu Apoloniusza,
wystarczy zastosowac to co robiliSmy wczesniej.

Zakonczenie

Na zakoniczenie warto takze wspomnie¢ o podejsciu analitycznym, ktére umozliwia
program. Zilustrujemy to wilasnie w najbardziej skomplikowanym przypadku
okregu Apoloniusza.

1. Dzigki mozliwosci wykonywania rachunkéw symbolicznych w programie mozna
szybko wyznaczy¢ wzor okregu, a takze jego Srodek i promien. W tym celu
wprowadzamy wspélrzedne punktéw A i B. Dla uproszczenia przyjmijmy, Ze
wspolrzedne punktu A = (0,0) zas B = (v,0).

2. Zaznaczamy miejsce geomelryczne wyznaczone przez punkt P, a nastgpnie
korzystamy z podmenu Wpyliczenia. Przy pomocy opcji Réwnanie uwiklane
wyznaczmy réwnanie okregu (Rys.9).

3. Korzystajac z opcji Deklaracje
rysujemy okrag o0 réwnaniu
wcezesniej wyznaczonym (dla
przejrzystosci, aby rysunek byl caly
czas czytelny zostaly ukryte pewne
jego elementy ) ( Rys. 10)

4. Program samodzielnie wyznaczy
nam $rodek C okregu.

20 2.8  wat v ¢ [ +b2) +y? : 2 +b’)=0 Zauwazmy, ze do wyznaczonego

) wten  sposéb  kola  nalezy

odpowiednio punkt A lub punkt B -

Rys. 9 zalezy to od polozenia punktu M

(jezeli punkt M znajduje si¢ po lewej

stronie prostej t - czyli dlugosé

odcinka |AM| < |BM| to do kola

nalezy punkt A (rys. 10), jesli

natomiast |AM| > |BM| to kolo zawiera
punkt B).

2Xa wa VX (-az+b2)+Y2-C-az+b:)=0

Rys. 10
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