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Streszczenie 

W rozdziale przedstawiono oryginalną metodę efektywnego zapisu 
struktury grafowego modelu złożonego obiektu technicznego. Metoda 
polega na osadzaniu dowolnego grafu w sieci de Bruijna i wykorzystuje 
właściwości grafów przecięć kodowych. Metoda znacznie ogranicza 
złożoność pamięciową zadań modelowania, bez zauważalnego pogor-
szenia ich złożoności czasowej. Rozdział jest przeznaczony dla osób 
zajmujących się projektowaniem złożonych obiektów technicznych, 
w szczególności sieci teleinformatycznych.  

1. Wstęp 

Opro cz szeregu zalet wykorzystania teorii grafo w do modelowania obiekto w 
technicznych, rozwiązanie to posiada ro wniez  istotne wady. Jedną z najwaz niej-
szych jest znacząca złoz onos c  pamięciowa wykorzystywanych metod analizy gra-
fu-modelu. Bez względu na rodzaj opisywanego obiektu technicznego, grafy-
modele charakteryzuje niski stopien  wierzchołko w, przez co efektywnos c  ich ma-
cierzowej reprezentacji jest niewysoka. Wykorzystywane modele grafowe zalicza 
się do grupy grafo w rzadkich, w kto rych liczba el  krawędzi spełnia zalez nos c  

𝑙𝑒 ≪ 𝑛(𝑛 − 1)/2. Zastosowanie zapisu macierzowego do ich reprezentacji, wska-
zane jest ze względu na wymagania komputerowych metod modelowania – wła-
s nie dla tego typu zapisu modelu, efektywnos c  ich działania jest najwyz sza [1], [2]. 

W danym rozdziale zaproponowano metodę informacyjno-graficznego przed-
stawienia dowolnych obiekto w technicznych, pozwalającą efektywnie rozwiązy-
wac  zadania analizy i syntezy obiekto w, szczego lnie w przypadku wielostrumie-
niowego przebiegu zachodzących proceso w.  

Badania w ramach projektu: „Neuronowe i immunologiczne wspomaganie analizy i syntezy modeli obiektów 
technicznych na bazie struktur wykorzystujących grafy rzadkie w warunkach niekompletności informacji”. 
Projekt współfinansowany ze środków Unii Europejskiej z Europejskiego Funduszu Rozwoju Regionalnego 
oraz z budżetu Państwa w ramach Regionalnego Programu Operacyjnego Województwa Podkarpackiego na 
lata 2007 – 2013. Inwestujemy w rozwój województwa podkarpackiego. 
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Metoda opiera się na wykorzystaniu włas ciwos ci grafo w przecięc  kodowych, 
pozwalających kodowac  węzły grafu-modelu. W rezultacie, tworzona jest jednoli-
ta przestrzen  informacyjna (kodowa), w kto rej obszarze moz liwe jest zastosowa-
nie wirtualnych procedur analizy i syntezy. 

2. Podstawowe definicje 

Rozwaz ac  będziemy skierowane skon czone grafy 𝐺 = (𝑉, 𝐸), gdzie: V – zbio r 
wierzchołko w grafu, |𝑉| = 𝑛; E – zbio r jego łuko w, |𝐸| = 𝑚. Łuk grafu łączący 
wierzchołki 𝑣𝑖 oraz 𝑣𝑗 (𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝑉) będziemy oznaczac  𝑒𝑖,𝑗 (𝑒𝑖,𝑗 ∈ 𝐸) lub alterna-

tywnie, wykorzystując numery wierzchołko w (𝑣𝑖 , 𝑣𝑗). Najwaz niejszymi pojęciami 

wykorzystywanymi w dalszej częs ci rozdziału są: podgraf, podgraf indukowany 
oraz nadgraf, kto rych definicje prezentujemy poniz ej. W okres lonych przypad-
kach wykorzystywac  będziemy ro wniez  grafy nieskierowane [3], [4], [5], [6], [7].  

Definicja 1 

Podgrafem grafu   ,G V E  będziemy nazywać graf   ,PG PG PGG V E , dla którego 

zbiorem wierzchołków PGV  jest podzbiór wierzchołków V grafu G, tj: PGV V , 

a zbiór krawędzi (łuków) jest podzbiorem zbioru E jego krawędzi (łuków), tj. 

PGE E . Przy tym, jeżeli  ,i jv v E  oraz ,i j PGv v V  to obowiązkowo  ,i j PGv v E .  

Powyz sze okres lenie nazywane jest silną definicją podgrafu i z punktu widzenia 
relacji pomiędzy zbiorami wierzchołko w oraz krawędzi G i 𝐺𝑃𝐺  zostało przedsta-
wione graficzne na rys. 1. 

a. b. 
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VPG
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vi vj
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Rys. 1. Graf i jego podgrafy: a. Graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸); b. Podgraf 𝐺𝑃𝐺 = (𝑉𝑃𝐺 , 𝐸𝑃𝐺) grafu G. 

Rozwaz my nieskierowany graf 𝐺𝐼𝐺 , indukowany zbiorem wierzchołko w [4]. 
Niech 𝑉𝐼𝐺  (𝑉𝐼𝐺 ⊂ 𝑉) oznacza wierzchołkowy zbio r indukujący, ro wny zbiorowi 
wierzchołko w grafu indukowanego 𝐺𝐼𝐺 . Jego zbio r 𝐸𝐼𝐺  krawędzi pokrywa się ze 
zbiorem E wszystkich krawędzi grafu G, kto rych kon ce nalez ą do zbioru 𝑉𝐼𝐺 . Wte-
dy graf 𝐺𝐼𝐺  nazywa się grafem indukowanym zbiorem wierzchołko w 𝑉𝐼𝐺 . W przy-
kładzie z rys. 2, grafy z rysunko w b. i c. są podgrafami indukowanymi grafu z ry-
sunku a. 
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a. b. c. d. 
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Rys. 2. Graf i jego podgrafy 

Znane są ro wniez  podgrafy indukowane zbiorem krawędzi [6]. Jez eli krawę-
dziowy zbio r indukujący 𝐸𝐼𝐺  (𝐸𝐼𝐷 ⊆ 𝐸) grafu 𝐺𝐼𝐺  pokrywa się ze zbiorem jego 
krawędzi, a zbio r 𝑉𝐼𝐺  jego wierzchołko w ze zbiorem kon co w krawędzi ze zbioru 
𝐸𝐼𝐷 , to taki graf nazywa się podgrafem indukowanym zbiorem krawędzi 𝐸𝐼𝐺 . 
Istotnym pojęciem jest ro wniez  graf częs ciowy nazywany takz e częs cią grafu [8].  

Definicja 2 

Grafem częściowym zadanego grafu  ,G V E  będziemy nazywać graf 

  ,CG CG CGG V E , którego zbiór wierzchołków CGV  i zbiór wierzchołków grafu G są 

równe, tj.: CGV V , a zbiór CGE  jego krawędzi jest podzbiorem zbioru krawędzi (łu-

ków) grafu G, tj. CGE E . Innymi słowy grafem częściowym grafu G jest graf CGG  

utworzony przez krawędzie grafu G. 

W przykładzie z rys. 2d. przedstawiono graf częs ciowy grafu z rys. 2a. W naj-
prostszym przypadku moz na przyjąc , z e jez eli graf 𝐺1 jest podgrafem grafu G, to 
graf G jest nadgrafem grafu 𝐺1. Pojęcie nadgrafu dokładniej okres la poniz sza defi-
nicja. 

Definicja 3 

Nadgrafem   ,NG NG NGG V E  grafu   ,G V E  będziemy nazywać graf, dla którego 

spełnione są relacje:  NGV V ,  NGE E . 

Nadgraf, okres lany jest ro wniez  terminem supergrafu [6] chociaz  częs c  autoro w 
uwaz a te pojęcia za ro z ne [7]. Zalez nos ci pomiędzy zbiorami wierzchołko w i kra-
wędzi obu grafo w moz na przeanalizowac  wykorzystując rys. 1. Wszystkie powyz -
sze definicje moz na uogo lnic  na grafy skierowane [9], [10].  

3. Definicja zadania badawczego 

Celem badan  jest stworzenie efektywnej metody przechowywania macierzowe-
go opisu hierarchicznego obiektu technicznego. Za przykład takiego systemu mo-
z e posłuz yc  system teleinformatyczny wykorzystujący zwielokrotnienie kanało w 
komunikacyjnych, wydzielające w kanałach fizycznych zbio r niezalez nych kana-
ło w logicznych. W celu maksymalizacji wspo łczynnika wykorzystania kanało w 
logicznych, stosowane są wieloskokowe s ciez ki logiczne, będące podstawą budo-
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wy topologii logicznych. Metoda zapisu powinna umoz liwic  przechowywanie do-
wolnej liczby topologii logicznych, w pełni autonomicznych lub powiązanych po-
między sobą za pos rednictwem węzło w fizycznych. Do rozwiązania zadania pro-
ponuje się zbudowac  spo jny nadgraf, izomorficzny dowolnym sieciom logicznym, 
będący podgrafem grafu de Bruijna. Wykorzystanie grafu de Bruijna lub innego 
grafu nad alfabetem wynika z potrzeby efektywnego zapisu w pamięci komputera 
macierzowej reprezentacji zbioru grafo w. Istota proponowanej metody została 
przedstawiona graficznie na rys. 3. Opracowana metoda moz e byc  wykorzysty-
wana do opisu większos ci analizowanych obiekto w technicznych.  

1
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 , ,B l k r

2
lG

H
lG

 

Rys. 3. Idea metody przechowywania zbioru sieci logicznych 

W celu okres lenia formalnej definicji zadania oraz sposobo w jego rozwiązania 
rozwaz my spo jny nieskierowany skon czony graf 𝐺𝑓 = (𝑉𝑓 , 𝐸𝑓) sieci fizycznej, gdzie: 

𝑉𝑓 – zbio r węzło w fizycznych (wierzchołko w grafu), |𝑉𝑓| = 𝑛𝑓; 𝐸𝑓 – zbio r fizycz-

nych kanało w komunikacyjnych (krawędzi grafu), |𝐸𝑓| = 𝑚𝑓 . Zało z my, z e w opar-

ciu o siec  fizyczną 𝐺𝑓 zbudowanych zostało H ro z nych sieci logicznych, opisanych 

za pomocą grafo w skierowanych postaci 𝐺𝑙
ℎ = (𝑉𝑙

ℎ, 𝐸𝑙
ℎ), gdzie: 𝑉𝑙

ℎ – zbio r węzło w 

h-tej topologii logicznej (wierzchołko w grafu), |𝑉𝑙
ℎ| = 𝑛𝑙

ℎ; 𝐸𝑙
ℎ – zbio r skierowa-

nych kanało w komunikacyjnych (łuko w grafu) o mocy 𝑚𝑙
ℎ, ℎ = 1, ⋯ , 𝐻. 

Wykorzystując powyz sze oznaczenia, moz na załoz yc  z e budowa spo jnego skie-
rowanego izomorficznego nadgrafu 𝐺𝑙 , obejmującego zbio r sieci logicznych {𝐺𝑙

ℎ}, 

ℎ = 1, ⋯ , 𝐻 polega na stworzeniu grafu, kto rego zbio r 𝑉𝑙 wierzchołko w opisuje 
wyraz enie: 
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a zbiór łuków: 
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Z kolei nadgraf 𝐺𝑙  ma byc  podgrafem grafu de Bruijna 𝐵(𝑙, 𝑘, 𝑟), co oznacza: 
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Zgodnie z opisem w [11], sieci logiczne tworzą węzły i kanały logiczne, wyko-
rzystujące zasoby sieci fizycznej. Węzły logiczne budowane są w oparciu o zasoby 
węzło w fizycznych, kanały logiczne – kanało w fizycznych. W praktyce, pojawiają 
się powiązane sieci logiczne, rozłączne względem odpowiadających im zasobo w 

fizycznych, tj. 𝑉𝑓
ℎ ∩ 𝑉𝑓

𝑖 = ∅, gdzie: 𝑉𝑓
ℎ, 𝑉𝑓

𝑖 – zbio r węzło w fizycznych, odpowiednio 

h-tej oraz i-tej sieci logicznej; ℎ, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝐻, ℎ ≠ 𝑖. Oznacza to, z e do ich połącze-
nia i zapewnienia komunikacji pomiędzy nimi, konieczne będzie zastosowanie 
mosto w. Dalej, mostem będziemy nazywac  krawędz  grafu (w danym przypadku 
skierowany kanał komunikacyjny), kto rego usunięcie zwiększa liczbę komponen-
to w spo jnos ci grafu (sieci) [6]. 

Niech 𝑀𝑙 oznacza zbio r łuko w logicznych, łączących wierzchołki logiczne roz-
łącznych sieci logicznych, dodatkowo 𝑀𝑙 = 𝐸𝑙\⋃ℎ=1

𝐻 𝐸𝑙
ℎ. Wtedy, 𝑀𝑙 jest uzupełnie-

niem zbioru 𝐸𝑙  łuko w nadgrafu sieci logicznych, a wyraz enie (3) moz na przed-
stawic  w postaci:  
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G V E M G V E B l k r . (4) 

Jez eli sieci logiczne mają wspo lne węzły fizyczne to zbio r 𝑀𝑙 moz e byc  zbiorem 
pustym. Taka sytuacja w praktyce spotykana jest najczęs ciej.  

Kolejne kroki rozwiązania zadania przedstawione zostały na rys. 4. 

Początek

Budowa macierzy 
sąsiedztwa dla każdej 

topologii logicznej

Diagonalizacja 
macierzy sąsiedztwa

Utworzenie macierzy 
pokrycia 

wierzchołków bloków

Budowa połączonej 
macierzy pokrycia 

wierzchołków bloków 

Analiza spójności sieci 
logicznych i wybór 

sposobu kodowania 
wierzchołków

Określenie rozmiaru 
nadgrafu i grafu

de Bruijna

Kodowanie numerów 
wierzchołków

Koniec

 

Rys. 4. Kroki procedury zapisu zbioru topologii logicznych w grafie de Bruijna 
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Budowa blokowo-diagonalnej macierzy 𝐴𝑙𝑏−𝑑

ℎ  sąsiedztwa kaz dej z sieci logicz-

nych 𝐺𝑙
ℎ, moz e byc  zrealizowana za pomocą procedury przedstawionej w [12]. Do 

tego celu moz na wykorzystac  ro wniez  dowolną procedurę przekształcenia ma-
cierzy do postaci blokowo-diagonalnej [13], [14]. Analizę spo jnos ci sieci logicz-
nych moz na wykonac  za pomocą zmodyfikowanych metod badania spo jnos ci gra-
fo w [15]. Wymagane modyfikacje dotyczą przede wszystkim wykorzystywanych 
struktur danych. Okres lenie rozmiaru grafu de Bruijna oraz kodowanie jego wierz-
chołko w opisano w dalszej częs ci rozdziału.  

4. Procedura budowy blokowo-diagonalnej macierzy sąsiedztwa 

Rozwaz my siec  połączeniową t, opisaną za pomocą grafu skierowanego 
𝐺𝑡 = (𝑉𝑡 , 𝐸𝑡), gdzie: 𝑉𝑡 – zbio r wierzchołko w grafu, |𝑉𝑡| = 𝑛𝑡; 𝐸𝑡 – zbio r łuko w, 
|𝐸𝑡| = 𝑚𝑡. Macierz blokowo-diagonalna opisująca graf 𝐺𝑡 będzie macierzą kwa-
dratową o rozmiarze 𝑛𝑡 × 𝑛𝑡. Budowę jej oprzemy na podziale zbioru 𝑉𝑡 wierz-
chołko w grafu na rozłączne podzbiory. Kaz dy ze zbioro w w blokowo-diagonalnej 
macierzy sąsiedztwa tworzyc  będzie niepusty blok, kto rego elementy przyjmują 
wartos ci 0 lub 1. Pozostałe bloki, niewchodzące w skład przekątnej posiadają wy-
łącznie zerowe elementy. Procedura została oparta na przestawianiu w macierzy 
sąsiedztwa wierszy oraz kolumn, wykonywanym juz  po podziale jej elemento w 
na rozłączne zbiory. 

Procedura budowy blokowo-diagonalnej macierzy sąsiedztwa wykorzystuje po-
dział zbioru 𝑉𝑡 wierzchołko w grafu 𝐺𝑡 na rozłączne podzbiory. W tym celu, w ma-
cierzy sąsiedztwa 𝐴𝑡 wybieramy dowolny wiersz, odpowiadający wierzchołkowi 
𝑣𝑖

𝑡 ∈ 𝑉𝑡. Następnie, okres lamy wszystkie kolumny macierzy 𝐴𝑡 sąsiedztwa, dla kto -
rych w punkcie przecięcia ze wskazanym wierszem występują elementy o warto-
s ci 1 (zgodnie z definicją macierzy sąsiedztwa [4], poszukujemy par wierzchoł-
ko w powiązanych ze sobą łukiem). Dalej, dla analizowanego wierzchołka 𝑣𝑖

𝑡 okre-

s lamy zbio r {𝑣𝑡}𝑖
𝑖𝑛 wierzchołko w, do kto rych dochodzą łuki  wychodzące ze 

wskazanego wierzchołka i analizujemy kolumny odpowiadające wierzchołkom ze 

zbioru {𝑣𝑡}𝑖
𝑖𝑛. W kolejnym kroku, okres lamy wszystkie wiersze, na przecięciu kto -

rych z okres lonymi wczes niej kolumnami pojawiają się wartos ci 1. Na podstawie 

zbioru {𝑣𝑡}𝑖
𝑖𝑛 tworzymy nowy zbio r {{𝑣𝑡}𝑖

𝑖𝑛}
𝑜𝑢𝑡

. Dalej, analizujemy wiersze, od-

powiadające wierzchołkom ze zbioru {{𝑣𝑡}𝑖
𝑖𝑛}

𝑜𝑢𝑡
. Okres lamy wszystkie kolumny, 

na przecięciu kto rych z okres lonymi wczes niej wierszami rozmieszczone są war-

tos ci 1. Dla zbioru {{𝑣𝑡}𝑖
𝑖𝑛}

𝑜𝑢𝑡
 okres lamy nowy zbio r {{{𝑣𝑡}𝑖

𝑖𝑛}
𝑜𝑢𝑡

}
𝑖𝑛
. Opisaną po-

wyz ej procedurę kontynuujemy do momentu, kiedy okres lane zbiory nie będą się 
powtarzac . W ten sposo b, po jej zakon czeniu, okres lone zostaną zbiory 𝑉1𝑚

𝑡  
wierzchołko w, z kto rych wychodzą łuki skierowane wyłącznie do wierzchołko w 
ze zbioru 𝑉𝑚1

𝑡 . W ogo lnym przypadku, zbiory te będą posiadały postac :  
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Wraz z utworzeniem zbioro w 𝑉1𝑚
𝑡  oraz 𝑉𝑚1

𝑡  kon czy się pierwszy krok algoryt-
mu. Jez eli 𝑉1𝑚

𝑡 ≠ 𝑉𝑡 to w kolejnym jego kroku (𝑙 = 2), jako 𝑣𝑖
𝑡 wybieramy wierz-

chołek 𝑣𝑖
𝑡 ∈ 𝑉𝑡 ∖ 𝑉1𝑚

𝑡  i dla niego na podstawie wyraz en  (5) oraz (6) okres lamy 
zbiory 𝑉2𝑚

𝑡  oraz 𝑉𝑚2
𝑡 . Jez eli 𝑉1𝑚

𝑡 ∪ 𝑉2𝑚
𝑡 ≠ 𝑉𝑡, działania te wykonujemy ponownie. 

Po wykonaniu p kroko w (0 < 𝑝 < 𝑛𝑡) spełniony jest warunek: ⋃𝑙=1
𝑝

𝑉𝑙𝑚
𝑡 = 𝑉𝑡 i pro-

cedura tworzenia zbioro w 𝑉𝑙𝑚
𝑡  oraz 𝑉𝑚𝑙

𝑡  kon czy się. 

5. Określenie rozmiaru nadgrafu i grafu de Bruijna  

Dalej analizowac  będziemy graf de Bruijna postaci 𝐵(𝑙, 𝑘, 𝑠), gdzie: l – długos c  
słowa; k – podstawa alfabetu; s – ro z nica pokrycia sło w. Macierz sąsiedztwa ta-
kiego grafu jest kwadratowa i posiada rozmiar 𝑘𝑙 × 𝑘𝑙. Moz na ją przekształcic  do 
postaci blokowo-diagonalnej, zawierającej 𝑘𝑙−𝑠 bloko w o rozmiarze 𝑘𝑠 × 𝑘𝑠. 

Jako 𝐶𝑖
𝑤 oznaczmy zbio r indekso w wierszy i-tego bloku macierzy sąsiedztwa, 

a jako 𝐶𝑗
𝑘 zbio r indekso w kolumn. Wtedy element 𝐶𝑖,𝑗 macierzy pokrycia wierz-

chołko w bloko w moz emy zapisac  jako: 

     , 1 1w k s
i j i jC C C i j k     , (7) 

gdzie: 𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑, 𝐿𝑏−𝑑 – liczba bloków macierzy. Wykorzystując wyrażenie 

(7), macierz pokrycia wierzchołków bloków można zbudować bezpośrednio bez 

tworzenia macierzy blokowo-diagonalnej.  

Zgodnie z wyraz eniem (7), macierz pokrycia wierzchołko w bloko w dla grafu 
de Bruijna posiada rozmiar 𝑘𝑙−𝑠 × 𝑘𝑙−𝑠. Zauwaz my przy tym, z e:  

 
1 1

b d b dL L
w k k w s
i j j i

j i

C C C C k
 

 

  . (8) 

Zauwaz my ro wniez , z e: 

 
1

b dL
k k
j b d j

j

C L C






   

oraz  
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1

b dL
w w
j b d j

j

C L C






 . 

W rezultacie, dla dowolnego 𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑 moz emy zapisac : 

 
w k s

b d i jL C C k . (9) 

W ten sposo b, uwzględniając wyraz enia (8) oraz (9), zakładając dodatkowo, z e 
podstawa alfabetu k jest z go ry okres lona, wartos c  ro z nicy s pokrycia sło w mo-
z emy okres lic  na podstawie wyraz enia: 

 log logw k
k i j k b ds C C L


     . (10) 

Dodatkowo zauwaz my, z e: 

 ,
w k
i j i jC C C , (11) 

gdzie: 𝐶𝑖,𝑗 – element 𝑖, 𝑗 macierzy pokrycia wierzchołków bloków. Podstawiając 

wyrażenie (11) do (10) otrzymamy: 

 
   ,log logk i j k b ds C L . (12) 

Obecnie, okres limy długos c  l słowa dla zdefiniowanej podstawy k alfabetu. Zau-
waz my, z e rozmiar macierzy sąsiedztwa jest ro wny sumie rozmiaro w bloko w, a po-
niewaz  bloki są identyczne moz emy przyjąc , z e 𝑘𝑙 = 𝐿𝑏−𝑑𝑘𝑠. Zauwaz my ro wniez , 
z e długos c  słowa jest sumą ro z nicy s pokrycia i samego pokrycia, tj. 𝑙 = 𝑠 +
log𝑘𝑘𝑙−𝑠. Poniewaz  𝑘𝑙−𝑠 = 𝐿𝑏−𝑑, uwzględniając wyraz enia (9) i (11) moz emy za-
pisac , z e: 

 
    ,log 2 logk i j k b dl C L . (13) 

Na bazie powyz szych rozwaz an  okres limy minimalny rozmiar grafu de Bruijna, 
przeznaczonego do przechowywania nadgrafu topologii logicznych. Zało z my, z e 
podstawa k alfabetu została okres lona. Wtedy, dla 𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑 i ℎ = 1, ⋯ , 𝐻 
ro z nica s pokrycia sło w moz e zostac  okres lona wyraz eniem: 

 
    

  ,
,

log max log max h
k i j k b d

i j h
s B L , (14) 

gdzie: 𝐿𝑏−𝑑
ℎ  – liczba bloków diagonalnych h-tej sieci logicznej. Jeżeli w wyrażeniu 

(14) uwzględnimy zależności (5) oraz (6) to można go przedstawić w poniższy 

sposób:  

 
,

log max log maxw k h
k i j k b d

i j h
s B B L


    

  
. (15) 

Z kolei, długos c  l słowa alfabetu moz emy zapisac  jako: 

 
    

  ,
,

log max 2 log max h
k i j k b d

i j h
l B L ,  (16) 

a po uwzględnieniu wyrażeń (5) oraz (6) jako:  
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  ,
log max 2 log maxw k h

k i j k b d
i j h

l B B L . (17) 

Zauwaz my, z e w procesie przechowywania struktury sieci logicznych istotnymi 
są nie tylko wartos ci samych parametro w, ale ro wniez  ich wzajemne relacje. Ze 
sposobu tworzenia grafu de Bruijna oraz opracowanej metody numerowania 
wierzchołko w wynika, z e z punktu widzenia tworzenia nadgrafu, istotna jest 
ro wniez  ro z nica pomiędzy długos cią słowa alfabetu a ro z nicą pokrycia sło w, tj. 
𝑙 − 𝑠. W szczego lnos ci, ro z nica ta wpływa na ilos c  podgrafo w, kto re mogą zostac  
wpisane w graf nad alfabetem. 

6. Numerowanie wierzchołków grafu 

Istota zaproponowanej metody polega na odpowiednim zakodowaniu numero w 
wierzchołko w dowolnego grafu tak, aby mo gł byc  on zapisany w macierzy sąsiedz-
twa grafu de Bruijna. W danym przypadku moz na wykorzystac  dwa sposoby ko-
dowania: niezalez ne i skorelowane. Numerowanie niezależne polega na przypisaniu 
wierzchołkom grafo w kaz dej topologii logicznej indywidualnych numero w kodo-
wych. Oznacza to, z e kaz da z sieci jest niezalez na i sieci logiczne mogą byc  niepo-
wiązane pomiędzy sobą. Z kolei stosując numerowanie skorelowane, kilku wierz-
chołkom ro z nych sieci logicznych, przypisuje się ten sam numer kodowy. 

6.1. Numerowanie niezależne 

Rozwaz my zbio r topologii logicznych, kto re w sieci fizycznej są rozłączne, tj. nie 
mają one wspo lnych węzło w fizycznych. Innymi słowy topologie te są pomiędzy 
sobą niespo jne. Niech h-ta siec  logiczna zostanie przedstawiona za pomocą ma-
cierzy 𝐵ℎ  pokrycia wierzchołko w bloko w. Kaz demu z wierzchołko w komo rki 𝐵𝑖𝑗

ℎ  

przypisywany jest wierzchołek ze zbioru węzło w grafu de Bruijna. Tak więc, do-
wolnemu numerowi 𝑎 ∈ 𝐵𝑖,𝑗

ℎ , 𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑
ℎ , ℎ = 1, ⋯ , 𝐻 wierzchołka ze zbioru 

numero w wierzchołko w topologii logicznej, przypisujemy prywatny numer c ze 
zbioru kodowanych numero w wierzchołko w grafu nad alfabetem i 𝑐 ∈ 𝐶𝑖,𝑗, 

𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑
ℎ . W ten sposo b, wierzchołki dowolnych grafo w otrzymują nume-

ry: 

     
 

     
1 1

1 1
H H

h h s r
l ij ij

h h

V V V i j k k , (18) 

gdzie: 𝜗 = 0,1, ⋯ , 𝑘𝑠, 𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑, 𝐿𝑏−𝑑 = maxℎ=1,⋯,𝐻 𝐿𝑏−𝑑
ℎ . Zmienna 𝜗 po-

zwala zapisać w jednej macierzy pokrycia, wiele wierzchołków należących do 

różnych topologii logicznych.  

Zało z my, z e topologie logiczne są rozłączne (tj. nie posiadają wspo lnych wę-
zło w). Wtedy zaproponowana metoda przechowywania macierzy moz e zostac  
wykorzystana ro wniez  do okres lenia mosto w łączących te topologie. W tym celu 
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wykorzystujemy metodykę, kto rą moz emy opisac  w następująco: początkowym 
wierzchołkiem mostu będzie 𝑣𝑥 ∈ 𝑉𝑞𝑗

𝑥 , 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑, 𝑥 = 1,2, ⋯ , 𝐻 znajdujący 

się na dowolnej pozycji q-tego wiersza macierzy. Wierzchołkiem kon cowym mo-
stu jest zas  𝑣𝑦 ∈ 𝑉𝑖𝑞

𝑥 , 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑, 𝑦 = 1,2, ⋯ , 𝐻, rozmieszczony w dowolnym 

wierszu q-tej kolumny macierzy, przy czym: 𝑥 ≠ 𝑦. 

W rzeczywistych systemach spotykamy ro wniez  sieci logiczne rozłączne wzglę-
dem swoich zasobo w fizycznych, tj. 𝑉𝑓

ℎ ∩ 𝑉𝑓
𝑖 = ∅, gdzie: 𝑉𝑓

ℎ, 𝑉𝑓
𝑖 – zbio r węzło w fi-

zycznych, odpowiednio h-tej oraz i-tej sieci logicznej, ℎ, 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝐻, ℎ ≠ 𝑖. Ozna-
cza to, z e w celu umoz liwienia komunikacji pomiędzy nimi konieczne będzie okre-
s lenie lokalizacji mosto w. Niech 𝑀𝑙 oznacza zbio r łuko w logicznych, łączących 
wierzchołki logiczne rozłącznych sieci logicznych i 𝑀𝑙 = 𝐸𝑙\ ⋃ 𝑆𝑙

𝐻𝐻
ℎ=1 . Wtedy, 𝑀𝑙 

jest uzupełnieniem zbioru 𝐸𝑙  łuko w nadgrafu sieci logicznych. W rezultacie 
otrzymujemy:  

      


 
1

, , , ,
H

h h h
l l l l l l l

h

G V E M G V E B l k r .  (19) 

6.2. Numerowanie skorelowane 

W numerowaniu skorelowanym topologie logiczne przedstawiane są jako jeden 
podgraf indukowany grafu de Bruijna. Rozwaz my zatem h-tą topologię logiczną 
𝐺𝑙

ℎ = (𝑉𝑙
ℎ, 𝐸𝑙

ℎ). Dla kaz dego z wierzchołko w 𝑣 ∈ 𝑉𝑙
ℎ wprowadzimy funkcję od-

wzorowania 𝑓: {𝑣ℎ} → 𝑣, kto ra pewnemu podzbiorowi {𝑣ℎ} zbioru 𝑉𝑙
ℎ wierzchoł-

ko w sieci logicznej przyporządkowuje jeden jedyny wierzchołek v. Z inz ynierskiego 
punktu widzenia operacja ta zamienia grupę wierzchołko w jednym wspo lnym 

wierzchołkiem. Przyjmijmy, z e zbio r {𝑣ℎ} ma postac  {𝑣ℎ} = {𝑣𝑘
𝛼, 𝑣𝑙

𝛽
, ⋯ , 𝑣𝑚

𝜒
}, 

gdzie: 𝛼 ≠ 𝛽 ≠ ⋯ ≠ 𝜒 oraz 𝛼, 𝛽, ⋯ , 𝜒 ∈ [1, 𝐻]. Funkcja f jest wykonywana na 
zbiorze ⋃ 𝑉𝑙

ℎ𝐻
ℎ=1  wierzchołko w, nalez ących do ro z nych topologii logicznych, a jej 

działanie moz na zapisac  jako:  

         , ,
, ,, , ,k l m kl m ijf v v v v v V , (20) 

gdzie: 𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐿𝑏−𝑑, 𝐿𝑏−𝑑 = maxℎ=1,⋯,𝐻 𝐿𝑏−𝑑
𝐻  oraz 𝛼 ≠ 𝛽 ≠ ⋯ ≠ 𝜒 ∈ [1, ⋯ , 𝑇]. 

Z wykorzystaniem funkcji f, wierzchołkom ze zbioru {𝑣𝑘
𝛼, 𝑣𝑙

𝛽
, ⋯ , 𝑣𝑚

𝜒
}, 

𝛼 ≠ 𝛽 ≠ ⋯ ≠ 𝜒 ∈ [1, ⋯ , 𝐻], przypisuje się jeden numer kodowy, pozostałe węzły 
otrzymują numery prywatne. Numery prywatne nalez y przypisywac  wyłącznie 
wierzchołkom, kto re wchodzą tylko w jeden element macierzy. Wierzchołkom, kto -
re nalez ą do ro z nych elemento w macierzy, prywatny numer nie jest nadawany. 

6.3. Przykład kodowania 

Rozwaz my trzy topologie logiczne przedstawione na rys. 5, odpowiednio za 
pomocą grafo w 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) (a.), 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2) (b.) oraz 𝐺3 = (𝑉3, 𝐸3) (c.). Przy 
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oznaczaniu wierzchołko w przyjmiemy zasadę, zgodnie z kto rą go rny indeks 
oznaczac  będzie numer grafu, dolny zas  numer wierzchołka, na przykład: 𝑣3

1 
oznacza wierzchołek 3 grafu 1.  

a. b. c. 

1
0v

1
1v

1
2v

1
3v

1
4v

 

2
0v

2
1v

2
2v

2
3v

 

3
0v

3
1v

3
2v

3
3v

3
4v

3
5v

 

Rys. 5. Grafy przykładowych topologii logicznych 

Krok 1. Przedstawienie sieci połączeniowej w postaci macierzy sąsiedztwa 
wierzchołków i jej diagonalizacja 

Macierze sąsiedztwa wierzchołko w mają przed i po sprowadzeniu ich do posta-
ci blokowo-diagonalnej przedstawioną poniz ej postac . Do wykonania diagonali-
zacji moz emy uz yc  dowolnej metody, w tym ro wniez  jednej z przedstawionych 
w pracy [12]. 

Graf 1G  

 0 1 2 3 4   1 2 3 0 4 

0 0 1 1 0 0  0 1 1 0 0 0 

1 0 0 1 0 0  1 0 1 0 0 0 

2 0 0 0 1 0  2 0 0 1 0 0 

3 1 0 0 0 1  3 0 0 0 1 1 

4 1 0 0 0 0  4 0 0 0 1 0 

Graf 2G  

 0 1 2 3   1 2 3 0 

0 0 1 0 0  0 1 0 0 0 

1 0 0 1 0  1 0 1 0 0 

2 0 0 0 1  2 0 0 1 0 

3 1 0 0 0  3 0 0 0 1 
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Graf 3G  

 0 1 2 3 4 5   0 5 2 3 1 4 

0 0 0 0 0 0 1  0 0 1 0 0 0 0 

1 0 0 1 1 0 0  3 1 1 0 0 0 0 

2 0 0 0 1 0 0  4 1 0 0 0 0 0 

3 1 0 0 0 0 1  1 0 0 1 1 0 0 

4 1 0 0 0 0 0  2 0 0 0 1 0 0 

5 0 1 0 0 1 0  5 0 0 0 0 1 1 

Krok 2. Budowa macierzy przecięć numerów wierzchołków 

W tabeli 1 przedstawiono zbiory wierzchołko w bloko w macierzy blokowo-
diagonalnych dla wszystkich rozpatrywanych grafo w.  

Tabela 1. Zbiory wierzchołko w bloko w macierzy blokowo-diagonalnych 

l  
1
lmV  1

mlV   l  
2
lmV  2

mlV   l  
3
lmV  3

mlV  

1 0,1 1,2  1 0 1  1 0,3,4 0,5 

2 2 3  2 1 2  2 1,2 2,3 

3 3,4 0,4  3 2 3  3 5 1,4 

    4 3 0     

W ten sposo b, elementy macierzy pokryc  numero w wierzchołko w grafo w dla 
grafo w 1G , 2G  i 3G  będą miały postac  przedstawioną w tabeli . 

Tabela 2. Elementy macierzy pokryc . 

1G  2G  3G  
1
1,1 1V  ; 1

1,2V  ; 1
1,3 0V  ; 

1
2,1 2V  ; 1

2,2V  ; 1
2,3V  ; 

1
3,1V  ; 1

3,2 3V  ; 1
3,3 4V  . 

2
1,1V  ; 2

1,2V  ; 2
1,3V  ; 2

1,4 0V  ; 

2
2,1 1V  ; 2

2,2V  ; 2
2,3V  ; 2

2,4V  ; 

2
3,1V  ; 2

3,2 2V  ; 2
3,3V  ; 2

3,4V  ; 
2
4,1V  ; 2

4,2V  ; 2
4,3 3V  ; 2

4,4V  . 

3
1,1 0V  ; 3

1,2 3V  ; 3
1,3 4V  ; 

3
2,1V  ; 3

2,2 2V  ; 3
2,3 1V  ; 

3
3,1 5V  ; 3

3,2V  ; 3
3,3V  . 

Macierze pokryc  numero w wierzchołko w przyjmą postac  z tabeli 3. 

Tabela 3. Zbiory wierzchołko w bloko w macierzy blokowo-diagonalnych 

1G
C  1 2 3  

2G
C  1 2 3 4  

3G
C  1 2 3 

1 1 ∅ 0  1 ∅ ∅ ∅ 0  1 0 3 4 

2 2 ∅ ∅  2 1 ∅ ∅ ∅  2 ∅ 2 1 

3 ∅ 3 4  3 ∅ 2 ∅ ∅  3 5 ∅ ∅ 

     4 ∅ ∅ 3 ∅      
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Połączona macierz pokrycia numero w wierzchołko w dla grafo w 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3 
przyjmie postac  przedstawioną w tabeli 4. 

Tabela 4. Połączona macierz przecięcia numero w wierzchołko w 

1 2 3G G GC
 

 1 2 3 4 

1  1 3
1 0,v v   33v   1 3

0 4,v v   20v  

2  1 2
2 1,v v   32v   31v  0 

3  35v   1 2
3 2,v v   14v  0 

4 0 0  32v  0 

Obecnie przejdziemy do wykonania procedury kodowania wierzchołko w, kto rą 
wykonamy dla obu zaprezentowanych sposobo w.  

SPOSÓB 1 – Kodowanie niezależne 

Krok 1. Wybór rozmiaru grafu 

Zakładając, z e 𝑘 = 2 obliczamy wartos ci 𝑠 = 3 (wyraz enie (14)) oraz 𝑙 = 5 (wy-
raz enie (16)) dla podgrafu grafu de Bruijna.  

Krok 2. Numerowanie wierzchołków 

Wierzchołkom grafo w 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1), 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2),  𝐺3 = (𝑉3, 𝐸3) przypisujemy 
zakodowane numery wierzchołko w grafu 𝐵(5,2,3) (patrz Tabela 5). 

Tabela 5. Przypisanie numero w wierzchołko w grafo w dla niezalez nej numeracji 

Parametry grafu 
de Bruijna 

Węzeł  
w sieci 

Wiersz i kolumna 
w macierzy 

Kodowany 
numer 

1 2 3 4 

5l   

2k   

3s   

Sieć 1 

1
0v  1,3 10000 

1
1v  1,1 00000 

1
2v  2,1 00001 

1
3v  3,2 01010 

1
4v  3,3 10010 

Sieć 2 

2
0v

 1,4 11000 

2
1v  2,1 00101 

2
2v  3,2 01110 

2
3v  4,3 10011 
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1 2 3 4 

5l   

2k   

3s   

Sieć 3 
3
0v

 1,1 00100 

3
1v  2,3 10101 

3
2v  2,2 01001 

3
3v  1,2 01000 

3
4v  1,3 10100 

3
5v  3,1 00010 

Krok 3. Lokalizacja mostów 

Okres lamy zbio r mosto w: 3 1
5 0(00010) (10000)v v , 2 3

0 0(11000) (00100)v v itd. 

SPOSÓB 2. Numerowanie skorelowane 

Krok 1. Określenie przypisania. 

Na podstawie macierzy przecięc  numero w wierzchołko w okres lamy te spos ro d 
wierzchołko w, kto rym zostaną przypisane oryginalne numery kodowe i wykonu-
jemy na nich operację numerowania: 𝑓: {𝑥1

1, 𝑥3
0} → 𝑥10

13, 𝑓: {𝑥0
1, 𝑥4

3} → 𝑥04
13, 

𝑓: {𝑥2
1, 𝑥1

2} → 𝑥21
12, 𝑓: {𝑥3

1, 𝑥2
2} → 𝑥32

12. 

Krok 2. Określenie rozmiaru podgrafu. 

Zakładając, z e 𝑘 = 2obliczamy wartos ci 𝑠 = 2 (wyraz enie (14)) oraz 𝑙 = 4 (wy-
raz enie (16)) dla podgrafu grafu de Bruijna. 

Krok 3. Kodowanie wierzchołko w. 

Wierzchołkom grafo w 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1), 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2),  𝐺3 = (𝑉3, 𝐸3) przypisujemy 
kodowane numery grafu przecięc  kodowych 𝐵(4,2,2) (patrz Tabela 6). 

Tabela 6. Przypisanie numero w wierzchołko w grafo w dla skorelowanej numeracji 

Parametry grafu 
de Bruijna 

Węzeł  
w sieci 

Wiersz i kolumna 
w macierzy 

Kodowany 
numer 

1 2 3 4 

4l   
2k   
2s   

Sieć 1 

1
0v  1,3 1000 

1
1v  1,1 0000 

1
2v  2,1 0001 

1
3v  3,2 0110 

1
4v  3,3 1010 
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1 2 3 4 

4l   
2k   
2s   

Sieć 2 

2
0v

 1,4 1100 

2
1v  2,1 0001 

2
2v  3,2 0110 

2
3v  4,3 1011 

Sieć 3 

3
0v

 1,1 0000 

3
1v  2,3 1001 

3
2v  2,2 0101 

3
3v  1,2 0100 

3
4v  1,3 1000 

3
5v  3,1 0010 

7. Podsumowanie i dalsze prace 

Wykorzystanie, zaproponowanej jednolitej przestrzeni informacyjnej (kodowej) 
pozwala efektywnie rozwiązywac  szereg zadan  spotykanych w syntezie i analizie 
obiekto w technicznych. Opro cz ograniczenia złoz onos ci pamięciowej i umoz li-
wienia wyszukiwania mosto w, metoda moz e byc  wykorzystana do okres lenia naj-
kro tszych s ciez ek w systemie infrastruktury krytycznej. Zadanie to, polega na 
okres leniu s ciez ek ewakuacji poprzez kilka niezalez nych sieci transportowych. 
Długos c  takiej s ciez ki definiowana jest jako suma długos ci s ciez ek w poszczego l-
nych systemach transportowych. Niestety, w ogo lnym przypadku s ciez ka taka nie 
jest najkro tszą łączącą wskazane lokalizacje. Wykorzystanie włas ciwos ci grafo w 
przecięc  kodowych pozwala formalizowac  i optymalizowac  procedurę okres lenia 
najkro tszych s ciez ek, w sieciach wieloelementowych. Okres lenie s ciez ek, sprowa-
dza się do wykonania sekwencji procedur obliczeniowych nad kombinacjami nu-
mero w wierzchołko w. Procedury te są proste i nie krytyczne względem wymaga-
nych zasobo w, w szczego lnos ci w odniesieniu do pamięci komputera. Wykorzysta-
nie sformalizowanej prezentacji połączen  jest efektywne dla komputero w, w szcze-
go lnos ci przy rozwiązaniu złoz onych zadan  modelowania obiekto w technicznych. 

Dalsze prace autoro w będą dotyczyc  wykorzystania innych typo w grafo w do 
analizy i syntezy obiekto w technicznych, analizowane będą moz liwos ci zastoso-
wania opracowanych rozwiązan  do analizy z ywotnos ci obiekto w technicznych. 



226 M. Hajder, J. Kolbusz 

Bibliografia 
 

[1]  C. S. Wasson, System Analysis, Design, and Development: Concepts, Principles, and 
Practices, New Jersey: Wiley-Interscience, 2005.  

[2]  R. B. Northrop, Introduction to Complexity and Complex Systems, New York: CRC 
Press, 2010.  

[3]  G. Chartrand i P. Zhang, A First Course in Graph Theory, Boston: Dover Publications, 
2012.  

[4]  I. N. Bronsztejn, K. A. Siemiendiajew, G. Musiol i H. Muhlig, Nowoczesne kompendium 
matematyki, Warszawa: Wydawnictwa Naukowe PWN, 2004.  

[5]  J. Harris, J. L. Hirst i M. Mossinghoff, Combinatorics and Graph Theory, 2 red., New 
York: Springer, 2008.  

[6]  J. L. Gross i J. Yellen, Handbook of graph theory, London: CRC Press, 2004.  

[7]  R. Diestel, Graph Theory, 4 red., New York: Springer, 2010.  

[8]  R. J. Wilson, Wprowadzenie do teorii grafów, Warszawa: PWN, 2008.  

[9]  D. B. West, Introduction to Graph Theory, 2 red., New Jersey: Prentice Hall, 2000.  

[10]  M. van Steen, Graph Theory and Complex Networks: An Introduction, Burlington: 
Morgan Kaufman, 2010.  

[11]  M. Hajder, P. Dymora i M. Mazurek, „Projektowanie topologii transparentnych sieci 
optycznych", Konferencja Polski Internet Optyczny: technologie, usługi i aplikacje, 
Poznań, 2002.  

[12]  M. Mazurek, Metody poprawy jakości komunikacji w systemach rozproszonych 
i wysokoprzepustowych sieciach komputerowych, Częstochowa: Politechnika 
Częstochowska, 2009.  

[13]  A. Turowicz , Teoria miacierzy, Kraków: Wydawnictwo AGH, 2005.  

[14]  T. Kaczorek, Wektory i Macierze w Automatyce i Elektrotechnice, WNT: Warszawa, 
2008.  

[15]  T. A. Hamdy, Operations Research: An Introduction, New Jersey: Prentice Hall, 2005.  

 

 


